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 ÎUOKF� w1⁄4  UN−²L�« ÕdÞ WOKLŽ ÊS� ¨ » ≠ Ω » ”uJF� Ê√ ULÐ 
∫t−²L�« ”uJF� l� lLł WOKLŽ

©¥®qJA�« dE1⁄2« ¨© » ≠® ´ √ Ω » ≠ √  

∫©≤® ‰U¦�
∫bł ¨wÐdG�« ‰ULA�« ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2 ≤ ≥ Ω » Ë ¨‚dA�« ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2µ Ω √ ÊUN−²L�« p¹b�

» ≠ √ Æ≤  » ´ √ Æ±

∫q(«
©Îö¦�sðuO1⁄2±q¦L¹rÝ±® VÝUM� rÝ— ”UOI� Â«b�²ÝUÐ √ t−²L�«rÝd1⁄2 Æ±

ÆqJA�« w�UL� Æ‚dA�« ÁU−ðUÐ
Æ‚dA�« l� Ú ±≥µ ÁU−ðUÐ rÝd�« ”UOI� fH1⁄2 Â«b�²ÝUÐ » t−²L�« rÝd1⁄2 Æ≤
vKŽ » q¹– l{Ë r²¹ YO×Ð √ t−²L�« vKŽ »  t−²L�« V�d1⁄2 Æ≥

» ÁU−ð« vKŽ ÿUH×�« l� √  ”√—
ZðUM�« t−²L�« ÊuJO�  ¨ » t−²L�« ”√—Ë √  t−²L�« q¹– sOÐ qB1⁄2 Æ¥

ÆÎU1⁄4U−ð«Ë Î«—«bI� » ´ √ WKB×LK� Îö¦L�

√
»» ´ √

 UN−²L�« lLł ∫©¥® qJA�«

» ≠» ≠ √

√»

»

» ´
√

Ú ±≥µ



∂∑

tKO� W¹Ë«“ œb×1⁄2Ë ¨…dD�L�UÐ © » ´ √ ® ZðUM�« t−²L�« ‰uÞ fOI1⁄2 Æµ
ÆWKIML�UÐ  UMO��« —u×� sŽ

ÆqJA�« w� UL� rÝd�« ”UOI� fH1⁄2 Â«b�²ÝUÐ © » ≠® t−²L�« rÝd1⁄2 Æ∂
WKB×LK� Îö¦L� ZðUM�« t−²L�« ÊuJO� ©µ¨¥¨≥®  «uD��« —dJ1⁄2 Æ∑

ÆÎU1⁄4U−ð«Ë Î«—«bI� » ≠ √  

∫ UN−²� …bŽ WKB×� œU−¹≈

√
»

?ł

©?ł
´»

´
√ ®

©» ´ √ ®

 UN−²� …bŽ lLł ∫©µ® qJA�«

q¹– lI¹ YO×Ð  UN−²L�« V�d1⁄2 ¨sON−²� s� d¦�_ WKB×L�« œU−¹ù
t−²L�«”√—vKŽY�U¦�«t−²L�«q¹–Ë¨‰Ë_« t−²L�« ”√—vKŽw1⁄2U¦�« t−²L�«
w� UL� dOš_« t−²L�« ”√—Ë ‰Ë_« t−²L�« q¹– sOÐ qB1⁄2 rŁ ¨«cJ1⁄4Ë w1⁄2U¦�«

ÆÎU1⁄4U−ð«Ë Î«—«bI� WKB×LK� Îö¦L� ZðUM�« t−²L�« ÊuJ¹Ë ¨©µ®qJA�«

∫Ÿö{_« Í“«u²� WI¹dÞ ∫ÎUO1⁄2UŁ
s¹—ËU−²� sOFKCÐ sON−²� qO¦Lð sJ�√ «–≈
W¹Ë«“  ULNMOÐ  Ê«dB×¹Ë  ¨WDIM�«  fH1⁄2 s�  ÊUłd�¹
Í“«u²�  dD� ÊS� ¨Ÿö{√ Í“«u²� w� θ U1⁄4—«bI�
WKB×L�« q¦L¹ WDIM�« fH1⁄2 s� Ã—U��« Ÿö{_«

Æ©∂® qJA�« dE1⁄2« ÆÎU1⁄4U−ð«Ë Î«—«bI�
œuLF�« ‰eM1⁄2 ÎUO{U¹— WKB×L�« WLO� »U�×�Ë

≤Â t−²L�« q¦L¹ Íc�« ©» ?ł® lKC�« œ«b²�« vKŽ ©?1⁄4√®
Æ» ?1⁄4 √ W¹Ë«e�« rzUI�« YK¦L�« vKŽ qB×M�

∫vKŽ qB×1⁄2 ”—užU¦O� W¹dE1⁄2 Â«b�²ÝUÐ
≤©?1⁄4 √® ´≤©?ł ?1⁄4 ® Ω ≤ ©?ł √® Ω ≤Õ

©?ł » ´ » ?1⁄4® Ω © ?ł ?1⁄4®  sJ�
≤©?1⁄4 √® ´ ≤©?ł » ´» ?1⁄4 ® Ω ≤Õ

≤©?1⁄4 √® ´ ©?ł »®  ©» ?1⁄4®≤ ´ ≤©?ł » ® ´ ≤©» ?1⁄4 ® Ω   
θUł ©» √® Ω ©?1⁄4 √® ¨θU²ł ©» √ ® Ω ©» ?1⁄4® ∫Ê√ kŠô

θ≤Uł ≤©» √ ® ´ θU²ł ©?ł »®©» √ ® ≤ ´ ≤©?ł » ® ´ θ≤U²ł ≤©» √ ® Ω ≤Õ
  θU²ł©?ł »® ©» √ ® ≤ ´ ≤©?ł » ® ´ ©θ≤Uł ´ θ≤U²ł  ® ≤©» √ ® Ω    

√

» ≠
» ≠ √

Ú ≥±µ

» ≠

Ÿö{_« Í“«u²� WI¹dÞ ∫© ∂® qJA�«

√

»?ł

œ

?1⁄4

±Â Õ

θ θα

β

≤Â

±Â

≤Â



∂∑

θU²ł ©?ł »® ©» √ ® ≤ ´ ≤©?ł » ® ´ ≤©» √ ® Ω   

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ θU²ł ≤Â ±Â ≤ + ≤( ≤Â ) + ≤( ±Â ) Ω Õ

∫Ê√ kŠö1⁄2 oÐU��« qJA�« s�
∫ Ê√ Í√ ªα Uł ?ł √ Ω θ Uł » √ Ω ?1⁄4 √

∫wK¹ UL� WIÐU��« W�öF�« rOLFð sJL¹ t1⁄2S� ¨ ©θ ≠±∏∞® Uł Ω θ Uł Ê√ YOŠË ¨
?ł √
θ Uł  Ω

» √
α Uł

W¹Ë«e�« VOł vKŽ YK¦L�« w� lK{ Í√ ‰uÞ WL�� q�UŠ ÊS� YK¦� w� sOFKCÐ sON−²� qO¦Lð sJ�√ «–≈

Ê√ Í√ ¨W²ÐUŁ WLO� t� WKÐUIL�«
©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ±Â

α Uł Ω ≤Â
β Uł Ω

Õ
©θ ≠±∏∞® Uł

Æ©w�ô …bŽU�® Ë√ »uO−�« Êu1⁄2UIÐ W�öF�« Ác1⁄4 ·dFðË

‰«R?Ý  
∫WOðü«  ôU×�« w� WKB×L�« WLO� błËQ� U� r�ł vKŽ ÊUðu�  dŁ√ «–≈

ÆÁU−ðô« fHMÐ ÊUðuI�« ÊuJð U�bMŽ
ÆsO²��UF²� ÊUðuI�« ÊuJð U�bMŽ
ÆsOðb�UF²� ÊUðuI�« ÊuJð U�bMŽ

∫©≥® ‰U¦�
 ÆVK� ÍœU� r�ł w� ‚dA�« l� Ú  ±≥µ ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2 ≤  µË ¨ ‚dA�« ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2 µ ÊUðuI�« dŁRð 

øÎU1⁄4U−ð«Ë Î«—«bI� sOðuI�« sOðU1⁄4 WKB×� V�Š«

∫q(«
   θU²ł x (≤‚) x (±‚)≤ + ≤(≤‚) + ≤(±‚)   Ω Õ 

 sðuO1⁄2 µ Ω ≤µ  Ω
±≠

≤
 x ≤ µ∞ ´ µ∞ ´ ≤µ Ω Õ 

≤  µ 
β Uł Ω  

Õ
¥µ Uł ¨ »uO−�« Êu1⁄2U� oO³D²Ð

    Ú π∞ Ω β     ±Ω βUł

β
Ú ±≥µ

sðuO1⁄2 µ
Ú ¥µ

sðuO1⁄2 ≤ µ



∏π

∫qOK×²�« WI¹dÞ ∫ÎU¦�UŁ
lMB¹ ÁU−ðUÐ q³Š WÞUÝuÐ WÐdŽ d−¹ ÊUBŠ ©∑® qJA�« w�
¨sO²³�d� v�≈ q³×�« w� bA�« …u� qK×1⁄2 ÆwI�_« l� θ W¹Ë«“
—u×� ÁU−ðUÐ Èdš_«Ë ¨©” ‚®  UMO��« —u×� ÁU−ðUÐ UL1⁄4«bŠ≈

Æ©’ ‚®  «œUB�«

‰«b³²Ý« Í√ ªÈuI�« qOK×ð WOKLFÐ …uI�«  U³�d� œU−¹≈ WOKLŽ vL�ð
qJA�« dE1⁄2« ¨©’¨”® Í—u×� vKŽ sOðb�UF²� sOðuIÐ © ‚ ® …uI�«

θ U²ł ‚ Ω ”‚ ¨©∏®
  θ Uł ‚ Ω ’‚  

∫ W�öF�« s� V�×ð  UMO��« —u×� l� ‚ UNFMB¹ w²�« W¹Ë«e�«Ë

 ’‚ 
 ”‚ 

 Ω θ Uþ 

∫©¥® ‰U¦�
qOL¹ ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2 ±∞∞∞q³×�« w� bA�« …u� X1⁄2U� «–S� ¨…—UOÝ W�bI� l�— ‰ËU×ð WMŠUý —ËU−L�« qJA�« w�

Æ…—UO��« vKŽ Ê«dŁRð ÊU²K�« WOI�_«Ë W¹œuLF�« bA�« wðu� błË√ ¨wI�_« sŽÚ ∂∞

∫q(«
Ú ∂∞ U²ł ‘‚Ω ”‚

sðuO1⁄2 µ∞∞ Ω  ±
≤  x ±∞∞∞ Ω  

Ú ∂∞ Uł ‘‚ Ω ’‚

sðuO1⁄2 ≥  µ∞∞ Ω    
 ≥ 

≤
x ±∞∞∞ Ω  

øqOK×²�« WI¹dDÐ WDI1⁄2 w� WO�ö²� Èu� …bŽ WKB×� »U�Š
∫wðQ¹ ULÐ ÂuI1⁄2 qOK×²�« WI¹dDÐ WDI1⁄2 w� WO�ö²� Èu� …bŽ WKB×� »U�×�

ÆW¹œUB�«Ë WOMO��« UNO²³�d� v�≈ …u� q� qK×1⁄2 Æ±
Æ©wMO��« —u×L�« ÁU−ðUÐ …dŁRL�« ÈuIK� Íd³−�« ŸuL−L�« Ω”‚ ® WOMO��« ÈuI�« WKB×� V�×1⁄2 Æ≤

Æ©ÍœUB�« —u×L�« ÁU−ðUÐ …dŁRL�« ÈuIK� Íd³−�« ŸuL−L�« Ω’‚ ® W¹œUB�« ÈuI�« WKB×� V�×1⁄2 Æ≥
sOðb�UF²L�« sO²KB×LK� WOKJ�« WKB×L�« V�×1⁄2 Æ¥

 
’‚

”‚  Ω θ Uþ YOŠ ¨  UMO��« —u×� l� θ W¹Ë«“ lMB¹ UN1⁄4U−ð«Ë ¨ ≤©’‚® ´ ≤©”‚® Ω Õ‚  

θ

‚

…uI�«  U³�d� ∫ ©∏®qJA�«

”‚

’‚

ÈuI�« qOK×ð ∫©∑®qJA�«

’‚

”‚

‘‚

sðuO1⁄2 ±∞∞∞Ω ‘
‚

Ú ∂∞

’‚

”‚



∏π

∫©µ® ‰U¦�
Æ—ËU−L�« qJA�« w� WMO³L�« ÈuI�« WKB×� ÁU−ð«Ë —«bI� V�Š« 

Ú ≤¥∞ U²ł ∏ ´ Ú µ≥ U²ł ±µ ´ ≤µ Ω”‚ 
sðuO1⁄2 ≥∞ Ω ”‚

Ú ≤¥∞ Uł ∏ ´ Ú µ≥ Uł ±µ ´ ±∞ Ω ’‚ 
sðuO1⁄2 ±µ Ω ’‚

≤©’‚®  ´ ≤©”‚®  Ω Õ‚

≤±µ ´ ≤≥∞   Ω       

±±≤µ  Ω       

 sðuO1⁄2  ≥≥,µ Ω   

 ∞,µ  Ω
±µ
≥∞   Ω  ’‚

”‚ 
Ω θ Uþ

 UMO��« —u×� l� Ú ≤∂,µ Ω θ 

 UN−²*« »d{ ≥≠ ±
∫w1⁄4 ¨ UN−²L�« »dC� ‚dÞ …bŽ „UM1⁄4

∫W¹œbŽ WOLJÐ WN−²� WOL� »d{
WN−²� WOL� vKŽ qB×1⁄2 UM1⁄2S� ¨W¹œbŽ WOLJÐ WN−²� WOL� »d{ bMŽ
UN�Ë ¨W¹œbF�« WOLJ�UÐ ÎUÐËdC� t−²L�« WOLJ�«—«bI� ÍËU�¹ U1⁄4—«bI� …b¹bł
«–≈ ÁU−ðô« fJŽË ¨W³łu� W¹œbF�« WOLJ�« X1⁄2U� «–≈ wK�_« ÁU−ðô« fH1⁄2
 UN−²L�« »d{ WOKLŽ `{u¹ ©π® qJA�«Ë ¨W³�UÝ W¹œbF�« WOLJ�« X1⁄2U�

ÆW¹œbŽ WOL� w�

‰«R?Ý  
Æ √ ≥≠ t−²L�«Ë √  

±
≤ t−²L�« rÝ—« ©π® qJA�« vKŽ Î«œUL²Ž« Æ√

øUNðbŠË U�Ë øs�e�« w� WŽd��« t−²� »d{ s� W−ðUM�« WN−²L�« WOLJ�« U� Æ»

sðuO1⁄2 ≤µ

sðuO1⁄2±µ
sðuO1⁄2±∞

Ú µ≥Ú ≤¥∞

sðuO1⁄2 ∏

sðuO1⁄2≥∞ Ω ”‚

sð
uO1⁄2

±µ
Ω ’

‚

Ú ≤∂,µ
sðuO1⁄2≥≥,µΩ Õ

‚

WOLJÐ WN−²� WOL� »d{ ∫©π®qJA�«
W¹œbŽ

√≤

√

√≤≠



±∞±±

∫Dot Product ©ÎUODI1⁄2® ÎUOÝUO� ÎUÐd{ WN−²*«  UOLJ�« »d{
∫wðQ¹ UL� θ W¹Ë«“ ULNMOÐ »¨ √ sO²N−²� sO²OLJ� wDIM�« »dC�« ·dF¹

©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ θ U²ł » √ Ω » Æ √
ÆtOKŽ dšü« t−²L�« jI�� w� sON−²L�« bŠ√ »dCÐ WOKLF�« Ác1⁄4 r²ðË

vKŽ » t−²L�« jI�� w1⁄4 θU²ł » Ê√ kŠôË ¨©±∞® qJA�«dE1⁄2«ÆWN−²� dOž …b¹bł WOL� ZðUM�« ÊuJO�
Æ√ t−²L�«

‰«R?Ý  
≥¨µ UL1⁄4—«bI� ÊU� «–≈ » ¨ √  sON−²L�« »d{ q�UŠ WLO� bł

∫ ÍËU�ð ULNMOÐ …—uB×L�« W¹Ë«e�«Ë ¨VOðd²�« vKŽ  «bŠË

Ú ±∏∞ Æ?ł Ú π∞ Æ» ÆWł—œ dH� Æ√

 ∫Cross Product © ÎUOFÞUIð ® ÎUO1⁄4U&« ÎUÐd{ WN−²*«  UOLJ�« »d{
∫wðQ¹ UL� θ W¹Ë«“ ULNMOÐ » ¨ √ sO²N−²� sO²OLJ� wFÞUI²�« »dC�« ·dF¹

©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ θ Uł   » √ Ω » x √  
t−²L�« —«bI� »d{ q�UŠ ÍËU�¹ Á—«bI� Î«b¹bł ÎUN−²� ZðUM�« ÊuJ¹Ë
vKŽË ¨ULNM� q� vKŽ ÎU¹œuLŽ t1⁄4U−ð«Ë tOKŽ W¹œuLF�« w1⁄2U¦�« W³�d� w� ‰Ë_«
ÁU−ð« b¹b×²�Ë Æ©±±® qJA�« dE1⁄2« ÊUN−²L�« ö� tOKŽ lI¹ Íc�« Èu²�L�«

Æ ©±≤® qJA�« w� UL� vMLO�« bO�« …bŽU� qLF²�1⁄2 b¹b−�« t−²L�«
U1⁄4—Ëœ rŁ ¨‰Ë_« t−²L�« ÁU−ðUÐ vMLO�« „b¹ lÐU�√ œd�« ∫vMLO�« bO�« …bŽU�
»d{ q�UŠ sŽ ZðUM�« t−²L�« ÁU−ð« v�≈ ÂUNÐù« dOAO� w1⁄2U¦�« t−²L�« ÁU−ðUÐ

ÆÎUOFÞUIð sON−²L�«

‰«R?Ý  
 «bŠË ∏ Ω √  —«bI� ÊU� «–S� ¨ Ú µ≥ U1⁄4—«bI� W¹Ë«“ ULNMOÐ Ê«dB×¹ » Ë ¨ √  ÊUN−²L�«

∫s� q� WLO� błËQ� ¨  «bŠËµ Ω » —«bI�Ë
» x √  Æ≤      »Æ √ Æ± 

5²O�ö²�Ë 5²¹u²�� 5ðuI� W1⁄2“«u*« …uI�« œU−¹≈ ∫©±® ◊UA1⁄2

∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
Æ©¡U� Ê«eO�®dOG� W¹u�ð Ê«eO�Ë ¨© «dJÐË ¨◊uOšË ¨·UDš l� W�uIA� Ê«“Ë√® UNðUI×K�Ë ÈuI�« W�ËUÞ

√ »
vMLO�« bO�« …bŽU�  ∫©±≤® qJA�«

θ

»

√wFÞUI²�« »dC�« ∫©±±® qJA�«

θ Uł »

θ

»

√
wDIM�« »dC�«  ∫©±∞ ® qJA�«

θ U²ł »



±∞±±

∫ qLF�«  «uDš
ÆW¹u�²�« Ê«eO� Â«b�²ÝUÐ W�ËUD�« ¡«u²Ý« j³C1⁄2 Æ±

ÆWO1⁄2bF� WIKŠ w� rÝ ¥∞w�«uŠ UNM� bŠ«u�« ‰uÞ ¨◊uOš WŁöŁ jÐd1⁄2 Æ≤
ÆqJA�« w� UL� W�ËUD�« —u×� ‰uŠ WŁö¦�« ◊uO�K� W�d²AL�« WIK×�« lC1⁄2 Æ≥

WMOF� W¹Ë«“ vKŽ WO1⁄2U¦�«Ë ¨dHB�« Z¹—bð vKŽ v�Ë_« sJ²�Ë ¨Ídz«b�« W�ËUD�« —UÞ≈ vKŽ sOðdJÐ X³¦1⁄2 Æ¥
ÆÚ ∂∞q¦�

¨sO�UDš vKŽ W�uIAL�« Ê«“Ë_« s� ÎUHK²�� Î«œbŽ lC1⁄2 Æµ
Ê«eO�  Â«b�²ÝUÐ tOKŽ W²³¦L�« Ê«“Ë_« l� ·UDš q� Êe1⁄2Ë

ÆwCÐU1⁄2
W¹Ë«e�UÐ —UL�« ‰Ë_« jO��UÐ ·UD��« WÞUÝuÐ ÎU1⁄2«“Ë√ oKF1⁄2 Æ∂

ÆWO1⁄2U¦�« …dJ³�« vKŽ —UL�« jO��UÐ Èdš√ ÎU1⁄2«“Ë√Ë ¨dH�
ÍËU�ð® ≤‚ Ë ±‚  sOðuIK� W1⁄2“«uL�« …uI�«  ÁU−ð« œb×1⁄2 Æ∑

WIK×�« Êe²ð v²Š bO�UÐ Y�U¦�« jO��« bA1⁄2 ÊQÐ p�–Ë ©ÁU−ðô« w� UN��UFðË ¨—«bIL�« w� sOðuI�« WKB×�
ÆÎU�ULð W�ËUD�« —u×� ‰uŠ W¹e�dL�«

WIK×�« Êe²ð v²Š ÎU1⁄2«“Ë√ tÐ oKF1⁄2Ë ¨UNOKŽ Y�U¦�« jO��« —dL1⁄2Ë ¨W1⁄2“«uL�« …uI�« W¹Ë«“ bMŽ W¦�UŁ …dJÐ  X³¦1⁄2 Æ∏
Æ ≤‚ Ë ±‚ sOðuIK� W1⁄2“«uL�« …uI�« w1⁄4 W¦�U¦�« …uI�« ÊuJ²� ¨W�ËUD�« —u×� ‰uŠ ÎU�ULð

© U�ËcI*«® s¹bFÐ w� W�d(« ¥≠ ±
Ë√ ¨wI�√ `DÝ vKŽ UNM� ÊU� U� ¡«uÝ rOI²�� jš w� XÐUŁ Ÿ—U�²Ð dO�ð w²�« ÂU�ł_« W�dŠ ÎUIÐUÝ XÝ—œ
dOŁQð X×ð  UMO��« —u×� l� W¹Ë«eÐ W�ËcIL�« ÂU�ł_« W�dŠ ”—b²Ý Êü«Ë ¨vKŽ√ v�≈ ÎUOÝ√— Ë√ ¨qzU� `DÝ
ÁU−ðUÐ WLE²M� W�dŠ ∫sO1⁄4U−ð« w� W�d×�« qOK×ð sJL¹Ë ¨·bN�« u×1⁄2 UN³¹uBð bFÐ WK��« …d� W�dŠ q¦� ¨UN1⁄2“Ë

Æ «œUB�« —u×� ÁU−ð« w� ©WO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð® XÐUŁ Ÿ—U�²Ð W�dŠË ¨ UMO��« —u×�
 WOÐ–U−�« ‰U−� w� ÂU�ł_« W�dŠ qLAðË

∫wðQ¹ U�
w²�«Ë W¹Ë«eÐ W�ËcIL�« ÂU�ł_« Æ±
dOG²ðË¨s×M� —U�LÐ „d×²ð
WOI�_« r�−�«  l{u�  UOŁ«bŠ«

ÆWE×� q� w� WOÝ√d�«Ë
Æ UNÞuIÝ q³� wI�√ `DÝ vKŽ WłdŠb²L�« …dJ�« q¦� ¨ÎUOI�√ W�ËcIL�« ÂU�ł_« Æ≤



±≤±≥

∫W¹Ë«eÐ  U�ËcI*«
Æ ©±≥® qJA�« w� UL� wI�_« l� θ W¹Ë«“ lMB¹ ÁU−ðUÐË ©∞ Ÿ ® WOz«b²Ð« WŽd�Ð X�c� …d� Ê√ ÷d²H1⁄2

Æ W¹œU� Ë WOMOÝ ∫sO²³�d� v�≈ ©∞ Ÿ ® WOz«b²Ðô« WŽd��« t−²� qK×1⁄2

θ Uł ∞Ÿ Ω ’∞Ÿ                  θ U²ł ∞Ÿ Ω ” ∞Ÿ   

wI�_« ÈbL�«

ŸUHð—« vB�√

θ U²ł ∞Ÿ 

θ U²ł∞Ÿ

θ Uł ∞Ÿ

θ U²ł∞ Ÿ

∞ Ÿ

θ 

√ Ó√

(∞,∞)

’

”

W¹Ë«eÐ  U�ËcIL�« ∫©±≥® qJA�«
θ Uł ∞Ÿ 

θ U²ł ∞Ÿ 

θ U²ł ∞Ÿ 

∫W¹œuLF�« W�d(«
t³Að …dJK� W¹œuLF�« W�d×�« ÊS� «c� ªqHÝú� UN1⁄4U−ð«Ë ÍœuLF�« ÁU−ðô« w� …dJ�« vKŽ WOÐ–U−�« …u� dŁRð
XÐUŁ Ÿ—U�²Ð W�d×�« sO1⁄2«u� UNOKŽ o³DMðË ¨ θ Uł ∞Ÿ Ω  ’∞Ÿ U1⁄4—«bI� WOz«b²Ð« WŽd�Ð wÝ√— ·ËcI� W�dŠ

ÆrOI²�� jš w�

’· ŸUHð—« vB�√ UN�u�u? 5Š v�≈ UN�c� WE( s� …dJ�« t²�dG²Ý« Íc�« s�e�« »U�( Æ±
∞ Ω ’Ÿ W¹œuLF�« WŽd��« W³�d� ÊuJð ŸUHð—« vB�√ bMŽ 

“ ?ł ≠ θ Uł ∞ Ÿ Ω’Ÿ 
ÆŸUHð—« vB�√ v�≈ ‰u�uK� …dJ�« t²�dG²Ý« Íc�« s�e�« ±“ YOŠ ¨ ±“  ?ł  ≠ θ Uł ∞Ÿ Ω∞ 

©µ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
θ Uł ∞Ÿ
 ?ł Ω ±“ 

s�“® Èu²�L�« fH1⁄2 v�≈ WO1⁄2UŁ UNðœuŽ sOŠ v�≈ UN�c� WE×� s� …dJ�« t²�dG²Ý« Íc�« s�e�« »U�×� Æ≤
θ Uł ∞ Ÿ
 ?ł ≤ Ω±“≤ Ω oOK×²�« s�“ ¨©oOK×²�«

Æ ©ŸUHð—« vB�√® …dJ�« UN²FD� w²�« WOÝ√d�« WŠ«“ù« »U�×� Æ≥

’· ?ł≤ ≠≤© θ Uł ∞Ÿ ® Ω ≤©’Ÿ® 

  Æ…dJ�« tKBð ŸUHð—« vB�√ √· YOŠ ¨  √· ?ł≤ ≠ ≤© θ Uł ∞Ÿ ® Ω∞   

©∂®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≤© θ Uł ∞Ÿ ®

 ?ł ≤ Ω√· 



±≤±≥

∫ WOI�_« W�d(«
WŽd�K� WOI�_« W³�dLK� W¹ËU��Ë W²ÐUŁ WOI�_« WŽd��« W³�dL� «c� ªwI�_« ÁU−ðôUÐ …dJ�« vKŽ …u� dŁRð ô

Æ©θ U²ł ∞ Ÿ  Ω ” Ÿ® WOz«b²Ðô«
“ x θU²ł ∞Ÿ Ω “ x ”Ÿ  Ω ”· Æ¥

θ Uł ∞ Ÿ≤
 ?ł  θU²ł ∞Ÿ Ω±“≤ x θU²ł ∞Ÿ  ΩÂ·

©∑®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
© θ ≤®Uł ≤

∞Ÿ
 ?ł ΩÂ·

Æ…dJ�« tKBð Íc�« wI�_« ÈbL�« Â· YOŠ

∫©∂® ‰U¦�
∫b−� ¨wI�_« sŽ Ú ≥∑ W¹Ë«eÐ qOLð l�bL�« …—uÝU� X1⁄2U� «–S� ¨ÀØÂ±∞∞ WŽd�Ð WH¹c� l�b� oKÞ√

Æ ŸUHð—« vB�√ UN�u�Ë v²Š WH¹cI�« t²�dG²Ý« Íc�« s�e�« Æ±
ÆoOK×²�« s�“ Æ≤

ÆWH¹cI�« tO�≈ XK�Ë ŸUHð—« vB�« Æ≥
ÆWH¹cIK� wI�_« Èb*« Æ¥

∫q(«
ÆWO1⁄2UŁ ∂,±¥ Ω  

Ú ≥∑ Uł x±∞∞
π,∏   Ω 

θ Uł ∞Ÿ
 ?ł Ω ±“ Æ±

ÆWO1⁄2UŁ ±≤,≤∏ Ω± “≤ ΩoOK×²�« s�“ Æ≤

Æd²�±∏¥,∏ Ω 
≤©Ú ≥∑Uł x±∞∞ ®

π,∏ x≤  Ω 
≤© θ Uł ∞Ÿ ®

 ?ł ≤ Ω √· Æ≥

± “≤ x θU²ł ∞Ÿ Ω ±“≤ x ”Ÿ Ω Â·  Æ¥
Æd²�π∏∞ Ω ±≤,≤∏ x Ú ≥∑U²ł x ±∞∞Ω  

‰«R?Ý  
∫wðQ¹ UL� Îö�  X³Ł√

wI�√ Èb� vB�√ v�≈ ·ËcIL�« r�−�« qB¹ Æ±
Æ Ú ¥µ W¹Ë«eÐ t�c� bMŽ t�

bMŽ ·ËcI� r�−� wI�_« ÈbL�« ÈËU�²¹ Æ≤
ÆÚ π∞ ULNŽuL−� sO²¹Ë«eÐ t�c�

Ú ¥µ
Ú ∑∞

Ú ≤∞



±¥±µ

∫ÎUOI�√  U�ËcI*«
UN²ŽdÝ ÊuJðË ¨WOÝ√—Ë ¨ WOI�√ ∫sO²�U�� lDIð UN1⁄2S� UNMŽ jI�ð rŁ ¨W�ËUÞ `DÝ vKŽ …d� ÃdŠb²ð U�bMŽ
∫sO1⁄4U−ð« w� …dJ�« W�dŠ qOK×ð sJL¹Ë ¨”∞Ÿ WOI�_« WOz«b²Ðô« UN²ŽdÝ ULMOÐ Î«dH� ÍËU�ð W¹œuLF�« WOz«b²Ðô«

∫wðü« ‰U¦L�« pO�≈ p�– `O{u²�Ë ¨XÐUŁ Ÿ—U�²Ð WOÝ√—Ë ¨WLE²M� WOI�√

∫©∑® ‰U¦�
q� WLO� bł ÆÀØ Â ±µ∞ WŽd�Ð ÷—_« `DÝ s� r� ≤ ŸUHð—« vKŽ UOI�√ dODð …dzUÞ s� WH¹c� XDIÝ

∫wðQ¹ UL�
Æ÷—_« u×1⁄2 UN²KŠ— w� WH¹cI�« t�dG²�ð Íc�« s�e�« Æ±

Æ÷—_« l� WH¹cI�« UNÐ ÂbDBð w²�« WŽd��« Æ≤
Æ WH¹cIK� wI�_« ÈbL�« Æ≥

∫q(«
ÊuJðË ¨dH� Ω ’Ÿ WOÝ√d�« WOz«b²Ðô« WH¹cI�« WŽdÝ ÊS� ¨ ∞Ÿ WŽd�Ð ÎUOI�√ dODð …dzUÞ s� WH¹c� jI�ð U�bMŽ

Æ…dzUD�« WŽdÝ fH1⁄2 w1⁄4 WOI�_« WH¹cI�« WŽdÝ
œUMÝù« Èu²�� u1⁄4 ÷—_« `DÝ Ê√ ÷d²H1⁄2

                                                 ≤©“®  ?ł  ±
≤  ≠ “ x ’ ∞Ÿ  ´ ∞· Ω ’· Æ±

 ≤©“® ?ł ±
≤ ≠ ∞ ´ ≤∞∞∞ Ω ∞ 

¥∞∏ Ω  
≤∞∞∞ x≤

π,∏  Ω 
≤∞∞∞ x≤

 ?ł   Ω≤“ 

WO1⁄2UŁ ≤∞,≤ Ω“ 

“  ?ł ≠’∞Ÿ  Ω ’Ÿ Æ≤

 “  ?ł  ≠ ∞ Ω  ’Ÿ 

ÀØÂ±π∏≠ Ω ≤∞,≤ xπ,∏ ≠ Ω “  ?ł≠ Ω ’Ÿ 
≤©±π∏®  ´ ≤©±µ∞®  Ω ≤©’Ÿ®  ´ ≤©”Ÿ® Ω Ÿ 

ÆÀØÂ≤¥∏ Ω Ÿ 
“ x ”∞ Ÿ Ω ”· wI�_« ÈbL�« Æ≥

d²� ≥∞≥∞ Ω ≤∞,≤ x  ±µ∞ Ω ”· 

ÀØÂ±µ∞ Ω”∞Ÿ ∞Ω ’ ∞Ÿ

r�≤Ω ’·

”·
©∞,∞®



±¥±µ

∫ qBH�« WK3⁄4Ý√

∫ wðQ¹ UL� q� œU−¹ù  UN−²L�« lL−� WOÝbMN�« WI¹dD�« Âb�²Ý« Æ√ ∫±”
» ´  √  ≤    

» ≠  √     
∫s� q� —«bI� błË√ Æ»  

» Æ  √     
» x  √     

«–≈ sOðuI�« sOÐ W¹Ë«e�« —«bI� U� ¨‚ ULNM� q� WLO� ¨—«bIL�UÐ ÊU²¹ËU�²� ÊUðu� r�ł vKŽ dŁRð ∫≤”
Æ ‚ ÍËU�ð ÎUC¹√ ULN²KB×� —«bI� Ê√ XLKŽ

w²³�d� błË√ ¨‚dA�« ‰ULý Ú ≥∑ U1⁄4—b� W¹Ë«“ U1⁄4dOÝ jš lMB¹Ë ¨”Ør� ∂∞ WŽd�Ð dODð …dzUÞ ∫≥”
Æ‚dA�«Ë ‰ULA�« w1⁄4U−ðUÐ WŽd��«

UN� UN²�U{≈ V−¹ w²�« …uI�« UL� ¨VłuL�«  UMO��« —u×� ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2 ≤∞ U1⁄4—«bI� …u�  dŁ√ «–≈ ∫¥”
ø VłuL�«  «œUB�« —u×� ÁU−ðUÐ sðuO1⁄2±µ ÈuI�« WKB×� —«bI� `³B¹ v²Š

qJA�« w� W×{uL�« ÈuIK� WKB×L�« …uI�« ÁU−ð«Ë —«bI� V�Š«∫µ”
Æ —ËU−L�«

W¹œuLF�« WŽd��« W³�d� dOGð sŽ d³F¹ —ËU−L�« w1⁄2UO³�« rÝd�« ∫∂”
·cI�« W¹Ë«“ X1⁄2U� «–≈ ¨÷—_« WOÐ–Uł ‰U−� w� ·ËcI� r�−�

∫V�Š« ¨ Ú ≥∞
Ær�−�« UNÐ ·c� w²�« WŽd��« —«bI� ≠√

Ær�−�« tO�≈ qB¹ ŸUHð—« vB�√ ≠»
Ær�−K� wI�_« ÈbL�« ≠?ł

w²�« WŽd��«  V�Š« —ËU−L�«  qJA�« w� ∫∑”
ªl�bL�« W1⁄4u� s� WH¹cI�« UNÐ oKDð Ê√ V−¹
 ≤À ØÂ π,∏ Ω ?ł  ÆWMOH��« VOBð wJ�      

sðuO1⁄2µ
√Ú ≥∑

sðuO1⁄2±∞»

Â≤∞∞

Â±∞∞∞

≥∞
≤∞
±∞
∞

±∞≠
≤∞≠
≥∞≠

©ÀØÂ® ’ Ÿ

©À® “

Ú ¥µÚ µ≥

sðuO1⁄2±∞Ω ±
‚

sðuO1⁄2 µΩ
≤ ‚

sðuO1⁄2±≤Ω≥‚



±∂

≤ ÂËeF�«Ë ÈuI�«

 s� dOG²�« «c1⁄4 Z²M¹Ë ¨dOG²�« «cN� ÏV³�� „UM1⁄4 ÊuJ¹ Ê√ l�u²ð p1⁄2S� ¨ÎU1⁄4U−ð« Ë√ Î«—«bI� r�ł WŽdÝ dOG²ð U�bMŽ
 ¨UN²�dŠ X³³Ý ÕU¹d�« Ê√ l�u²ð p1⁄2S� ¨„d×²ð —U−ý_« ÊUBž√ b1⁄4UA1⁄2 U�bMŽ Îö¦L� ¨r�−�« vKŽ jO×L�« dOŁQð
 vKŽ W�ËUD�« `DÝ  dOŁQð V³�Ð p�– rð t1⁄2√ l�u²ð p1⁄2S� W�d×�« sŽ wI�√ `DÝ vKŽ o�eM¹ r�ł n�u²¹ U�bMŽË

Ær�−�«
 V×Ý Ë√ l�œ sŽ …—U³Ž w1⁄4Ë ¨…u� vL�¹ ÎU1⁄4U−ð« Ë√ Î«—«bI� r�−�« WŽdÝ w� Î«dOGð V³�¹ Íc�« dŁRL�« Ê≈
  øtOKŽ fK−ð Íc�« wÝdJ�«  „d×²¹ ô «–UL� øn�u²ð v²� ø„d×²ð nO�Ë ø¡UOý_« „d×¹ Íc�« UL� ¨r�−�« vKŽ

∫Ê√ vKŽ «—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNOKŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOžÈdš√Ë ¨WK3⁄4Ýô« Ác1⁄4

.…uI�« ÂuNH� `{uð 
. …uI�« ”UO� …bŠË ·dF²ð 

.ÈuI�« s� WHK²�� Ÿ«u1⁄2√ ·dF²ð 
.WO�ö²L�« W¹u²�L�« ÈuI�« s� œbŽ dOŁQð X×ð VKB�« r�−�« Ê«eð« ◊Ëdý œb×ð 

. …uI�« ÂeŽ ÂuNH� ·dF²ð 
. —u×� ‰uŠ …uI�« ÂeŽ ÁU−ð«Ë —«bI� V�×ð 

. sO²¹“«u²� sOðu� WKB×� V�×ð 
.Ã«Ëœ“ô« ÂuNH� ·dF²ð 

.Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ ÁU−ð«Ë —«bI� V�×ð 



±∂

UNÝUO�Ë …uI�« ÂuNH� ± ≠ ≤
 

p¹d×²� W¹—Ëd{ …uI�« ]Ê√  bzU��«  œUI²Žô«  ÊU� –≈  ªuDÝ—√  bNŽ cM� W�d×�« ÂuNHLÐ …uI�« ÂuNH�  j³ð—«
vÝ—√ ÍœöOL�« dAŽ lÐU��« ÊdI�« w�Ë ÆÎU�d×²� vI³O� r�−�« vKŽ U1⁄4dOŁQð —«dL²Ý« s� bÐ ô t1⁄2√Ë ¨ÂU�ł_«
vI³O� r�−�« vKŽ …uI�« dOŁQð —«dL²Ýô …—Ëd{ ô t1⁄2√ sOÐË ¨W�d×�« rKŽ bŽ«u� wKO�Uł uOKO�Uł w�UD¹ù« r�UF�«
ÒbFð w²�« WŁö¦�« tMO1⁄2«u� UF{«Ë W�d×�« rKŽ WÝ«—œ ÁbFÐ s� sðuO1⁄2 qLJ²Ý«ËÆrOI²�� jš w� W²ÐUŁ WŽd�Ð U�d×²�
dOG¹ b�Ë t²�dŠ ÁU−ð« Ë√ „d×²L�« r�−�« WŽdÝ —«bI� dOOGð vKŽ qLF¹ wł—Uš dŁR� …uI�U� ¨W�d×�« rKŽ ”UÝ√

Æ «bŠuK� wL�UF�« ÂUEM�« w� …uI�« ”UOI� WOÝUÝ_« …bŠu�« sðuOM�« …bŠË ÒbFðË¨©t1⁄4uA¹® r�−�« qJý s�

Á—«bI� ÎUŽ—U�ð rG� ± t²K²� r�ł »U��ù W�“ö�« …uI�« ∫sðuOM�«
Æ…dŁRL�« …uI�« ÁU−ðUÐ ≤ÀØÂ±

ÈuI�« s� W�Uš Ÿ«u1⁄2√ ≤ ≠ ≤
∫UNCFÐ vKŽ ·dF²MÝ ÈuI�« s� WHK²�� Ÿ«u1⁄2√ „UM1⁄4

Gravitational Force ∫WO{—_« WOÐ–U'« …u�
UN³�JðË U1⁄4u×1⁄2 UNÐc−²� ÂU�ł_« lOLł vKŽ ÷—_« UNÐ dŁRð w²�« …uI�«
r�−�« bF²Ð« ULK� qIðË ¨r�−�« WK²�  œ«œ“« ULK� …uI�« Ác1⁄4 œ«œeðË ¨UN1⁄2«“Ë√

∫W�öF�UÐ vDFð ÂU�łú� ÷—_« »cł …u� Ê√ błË b�Ë ¨÷—_« e�d� sŽ
.WO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð ∫ ?ł ¨r�−�« WK²�∫„ YOŠ ¨ ?ł x „ ΩÃ‚

s�UÝ r�ł W�UŠ w�Ë Î̈«dŠ ÎUÞuIÝ ◊uI��« s� r�−�« lML� W�“ö�« …uI�« —«bI� t1⁄2QÐ r�−�« Ê“Ë ·dF¹Ë
.?ł „ Ω Ë r�−�« Ê“Ë ÊS� W²ÐUŁ WŽd�Ð „d×²� Ë√

Tension: bA�« …u�
Ádł ÎôËU×� r�−�« vKŽ …uIÐ dŁR¹ q³×�« ÊS� ÁbýË q³×Ð r�ł jÐ— bMŽ

Æ©±® qJA�« dE1⁄2« ÆbA�« …u� …uI�« Ác1⁄4 vL�ðË ¨q³×�« ÁU−ð« w�
w�Ë ¨Êd� dOžË r�−�« WK²� l� ÎW1⁄2—UI� WK²J�« r¹bŽ V�UG�« w� q³×�« ÒbF¹
‰uŠ q³×�« —Ëb¹ U�bMŽË ÆÎU¹ËU�²� q³×�« ¡«eł√ lOLł w� bA�« ÒbF¹ W�U×�« Ác1⁄4
¡«eł√ lOLł w� ÎU¹ËU�²� vI³¹ bA�« ÊS� ¨©WK²J�« WL¹bŽ® WHOHšË ¡U�K� …dJÐ

Æ©≤® qJA�« dE1⁄2« ¨bA�« ÁU−ð« dOOGð vKŽ …dJ³�« qLFðË ¨q³×�«

¨©Â ±∂¥≤  – ±µ∂¥  ® uOKO�Uł
Ê√ „—œ√ s�  ‰Ë√Ë  w�UD¹≈ r�UŽ
lOLł V�Jð ÷—_« WOÐ–Uł
t�H1⁄2 Ÿ—U�²�« WD�U��« ÂU�ł_«

ÆWK²J�« w� XHK²š« ULN�

q³Š w� bA�« ∫©±® qJA�«

‘

q³Š w� bA�« ∫©≤® qJA�«
…dJÐ ‰uŠ



±∏±π

Normal Force ∫W¹œuLF�« f�ö²�« …u�
»U²J�« Ê“u� ÁU−ðôUÐ W��UFL�« …uI�« vL�ð «–U� ¨©√≠≥® qJA�« dE1⁄2«

øU1⁄4œułË V³Ý U�Ë øÎUM�UÝ tOI³ð w²�«Ë
 tOKŽ dŁRð w²�« WOÐ–U−�« …u� ¨sOðuIÐ dŁQ²¹ t1⁄2S� W�ËUD�« vKŽ ÎUÐU²� lCð U�bMŽ  
UN��UFðË—«bIL�UÐUN¹ËU�ðÈdš√…u�Ë¨©÷—_«e�d�ÁU−ðUÐ®qHÝ√v�≈ ÎU¹œuLŽ
Èu²��vKŽÎU¹œuLŽr�−�«vKŽdŁRðw1⁄4Ë¨W¹œuLF�«f�ö²�« …u�vL�ðÁU−ðùUÐ

Ædš¬ÎU×DÝ r�−�«f�ö¹U�bMŽdNEðË¨`D��«sŽ Î«bOFÐË¨f�ö²�«
vKŽ W¹œuLŽ ÊuJð f�ö²�« …u� ÊS� qzU� `DÝ vKŽ r�−�« l{Ë «–≈ U�√

Æ©»≠≥® qJA�« w� `{u� u1⁄4 UL� qzUL�« `D��«

Fricrtion:„UJ²Šô« …u�
W�ËU×L�« w� `KHð r�Ë ¨÷—_« vKŽ ‚ËbM� l�œ ÎU�u¹ X�ËUŠ p1⁄2√ bÐ ô
W��UF� …u� vKŽ VKG²ð Ê√ XFD²Ý« v²Š d³�√ …uIÐ dŁRð pKFł UL� ¨v�Ë_«

Æ„UJ²Šô« …u� vL�ð pðuI�
W�ËU×� sO��ö²L�« sO×D��«  «¡u²1⁄2 qš«bð V³�Ð „UJ²Šô« …u� QAMð
vKŽ wÝUÝ√ qJAÐ bL²Fð wN� p�c�Ë ªULNCFÐ vKŽ ‚ôe1⁄2ô« s� ULNFM�

ÆsO×D��« s¹c1⁄4 WFO³Þ
f�ö²�«  …u� l� ÎU¹œdÞ VÝUM²ð „UJ²Šô« …u� Ê√ WÐd−²�UÐ błË b�Ë

— Â Ω Õ ‚  ¨ —   Õ ‚  ∫W¹œuLF�«

Æ„UJ²Šô« …u� ∫Õ ‚ ∫YOŠ
ÆsO×D��« sOÐ „UJ²Šô« q�UF� ÍËU�¹Ë ¨VÝUM²�« XÐUŁ ∫Â  

Æ`D��« vKŽ W¹œuLF�« f�ö²�« …u� ∫ —  
 `DÝ_« sOÐ „UJ²Šô« s�  sOŽu1⁄2 œułË vKŽ  WOKLF�« »—U−²�«  XÒ�œ

∫ UL1⁄4 ¨W³KB�«
.Kinetic Friction w�d×�« „UJ²Šô«Ë¨Static Friction w1⁄2uJ��« „UJ²Šô«
„UJ²Šô« …u�Ë ¨sOM�UÝ sO��ö²� sO×DÝ sOÐ w1⁄2uJ��« „UJ²Šô« dŁR¹
¡UMŁ√ pK³� s� …dŁRL�«Ë …b¹«e²L�« …uI�«—«dL²ÝUÐ Ê“«uðË ¨…dOG²� w1⁄2uJ��«
ÊuJ¹ w²�« WE×K�« w� ÈuBI�« UN²LO� v�≈ qBðË ¨r�−�« p¹d×ð p²�ËU×�
r�−�« qFł  qNÝ_« s� `³B¹ U1⁄4bMŽË ¨W�d×�« pýË vKŽ r�−�« UNO�

ÆW�d×�« w� dL²�¹

∫rKFð q1⁄4
ÈuI�« s�  Ÿ«u1⁄2√  WFÐ—√  Êü« ·dF¹

∫WFO³D�« w� WOÝUÝ_«
∫WOÐ–U−�« …u� Æ±

…œUL�« jÐ«dð sŽ W�ËR�L�« …uI�«
UNð«—«b� w� V�«uJ�« ¡UIÐ≈ sŽË

ÆfLA�« ‰uŠ
∫WO�OÞUMG�ËdNJ�«ÈuI�« Æ≤

¨W1⁄2u×AL�« ULO�−�«sOÐjÐdðË
 «—c�« jÐ— sŽ W�ËR�L�« w1⁄4Ë

Æ  U3⁄4¹e−�«Ë
∫WHOFC�« ÈuI�« Æ≥

 ôö×1⁄2ô« sŽ W�ËR�L�« w1⁄4Ë
¡UM³� t¹—Ëd{ UNMJ�Ë ¨WOŽUFýù«

Æ…«uM�«
∫W¹uI�« ÈuI�« Æ¥

 U1⁄2ËdðuOM�« p�Lð w²�« …uI�«
Æ…«uM�« w�  U1⁄2uðËd³�«Ë

W¹œuLF�« f�ö²�« …u�

Ë

wI�√ `DÝ © √ ®

`DÝ

qzU� `DÝ ∫© » ®

W¹œuLF�« f�ö²�« …u� ∫©≥® qJA�«



±∏±π

 ∫sOL�ł sOÐ „UJ²Šô« …u�Ë  …dŁRL�« …uI�« sOÐ W�öF�« q¦L¹ ©¥® qJA�«Ë

ÊuJ��« ¡UMŁ√ W�d×�« ¡UMŁ√

— x Õ Â Ω Õ‚

‚

Õ‚

‚ ”‚

sO×DÝ sOÐ „UJ²Šô« …u� ∫©¥® qJA�«

5×DÝ 5Ð w1⁄2uJ��« „UJ²Šô« q�UF� ”UO� ∫©±® ◊UA1⁄2

ÆWHK²�� Ê«“Ë√ Ë ¨qJA�« WKOD²�� WO³Aš WFD�Ë ¨wCÐU1⁄2 Ê«eO� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
 ∫ qLF�«  «uDš

 Î«dOG� ÎUJKÝ tÐ jÐ—«Ë UN�«dÞ√ bŠ√ nB²M� w�  ÎUOždÐ Ë√  Î«dOG� Î«—UL��  UNÐ X³ŁË WO³A��« WFDI�« dCŠ« Æ±
ÆwCÐUM�« Ê«eOL�« ·UDš WÞUÝuÐ UNIOKFðË√ UN³×Ý qN�O� WIKŠ qJý vKŽ

ÆUN1⁄2“Ë f�Ë  wCÐUM�« Ê«eOL�UÐ WO³A��« WFDI�« oKŽ Æ≤
 ‰ËUŠË ¨WO³A��« WFDI�« ‚u� Ê“u�« ·ËdF� ÎöIŁ l{ Æ≥
 œułuL�« qI¦�«Ë WO³A��« WFDI�«  d−ð Ê√ b¹bý ¡j³Ð
 Ê«eOL�« …¡«d� V�«—Ë ¨wCÐUM�« Ê«eOL�« WÞUÝuÐ UNOKŽ

ÆW�d×�« pýË vKŽ r�−�« `³B¹ U�bMŽ
Æ WHK²�� ‰UIŁ√ Â«b�²ÝUÐ W�ËU×L�« —d� Æ¥

 …u�Ë ¨©…dŁRL�« …uI�«® Ê«eOL�« …¡«d� sOÐ W�öF�« ÎUO1⁄2UOÐ q¦� Æµ
 Æw1⁄2uJ��« „UJ²Šô« q�UF� rÝd�« s� błË√ rŁ ¨©WO³A��« WFDI�«Ë ‰UIŁ_« Ê“Ë® W¹œuLF�« f�ö²�«

 VKB�« r�'« Ê«eð« ≥ ≠ ≤
 ÆÎ«dH� Ω ÈuI�« Ác1⁄4 WKB×� ÊuJð U�bMŽ ¨WDI1⁄2 w� WO�ö²�Ë W¹u²�� Èu� …bŽ dOŁQð X×ð  VKB�« r�−�« Êe²¹
 ÀËb×� ÎUÞdý «c1⁄4 ÒbF¹Ë ¨rOI²�� jš w� W²ÐUŁ WŽd�Ð ÎU�d×²� Ë√ ÎUM�UÝ ÊuJ¹ U�bMŽ Ê«eðô« l{Ë w� r�−�« ÊuJ¹Ë

Ær�−�« Ê«eð«
Î«dH� Ω ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ´ ≥ ‚  ´ ≤ ‚  ´ ± ‚  Ω ‚    ∫ÎUO{U¹— W�öF�« Ác1⁄4 sŽ d³F¹

 Î̈«dH� ÍËU�¹ WOMO��«  U³�dL�« ŸuL−� ÊuJ¹ Ê√ Ê«eðô« ÀËb×� ◊d²A¹ t1⁄2S� WN−²� WOL� …uI�« Ê√ YOŠË

„UJ²Šô« …u�

w�d×�« „UJ²Šô«w1⁄2uJ��« „UJ²Šô«

— x Õ Â Ω Õ ‚— x‚ ” Â Ω Õ ‚



≤∞≤±

.Î«dH� ÍËU�ð W¹œUB�«  U³�dL�« ŸuL−�Ë
Î«dH� Ω

’ ‚   ¨dH� Ω” ‚

∫ ©Ê“«u²�« WDI1⁄2® qI¦�« e�d� 
 tM� ¡eł ÊuJ¹ U�bMŽ v²Š ÎU1⁄2e²� »U²J�« vI³OÝ ¨UN²�UŠ u×1⁄2 Z¹—b²�UÐ tF�œ«Ë W�ËUD�« W�UŠ vKŽ ÎUÐU²� l{ 
Ê“«u²�« ‰ö²š« v�≈ Èœ√ Íc�« U� Æ»U²J�« jI�¹ v²Š tF�œ w� dL²Ý« øp�– dO�Hð pMJL¹ q1⁄4 ¨W�U×�« Ã—Uš

øÊü«
ÆqI¦�« e�d� Ë√ WOÐ–U−�« e�d� vL�ð Ê“«uð WDI1⁄2 ÂU�ł_« lOL−�

…dOGB�«  ULO�−�« Ê«“Ë√ WKB×� dOŁQð WDI1⁄2 u1⁄4Ë ¨UNO� e Ò�d Ô� WOÐ–U−�« dOŁQð Ê√ Ëb³¹ w²�« WDIM�«∫qI¦�« e�d�
Ær�−�« UNM� ÊuJ²¹ w²�«

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ r� WDIM�« Ác1⁄4 l�u� b¹b×²�Ë

r�ł qIŁ e�d� b¹b% ∫©≤®◊UA1⁄2

∫  «Ëœ_«Ë œ«uL�«
—UL�� Ë√ ”uÐœË ¨‰UIŁ√Ë ¨ ◊uOšË ¨hI� Ë¨ Êuðd� WFD�

∫qLF�«  «uDš
ÆÊuðdJ�« s� ÎUOz«uAŽ ÎöJý h�

Æ·«dÞ_« vKŽ »uIŁ WŁöŁ tO� VIŁ«
Æ jO��UÐ Ê“u�« jÐ—«

ÆjO��« X×ð ÎULOI²�� ÎUDš rÝ—«Ë ¨—UL�� vKŽ jO��«Ë qJA�« oKŽ
ÆW�UŠ q� w� © wÝ√d�«® w�u�UA�« j��« rÝ—«Ë ¨s¹dšü« sO³I¦�« s� qJA�« oOKFð bŽ√

øWDIM�« Ác1⁄4 q¦Lð «–U� ÆWŁö¦�« ◊uD��« lÞUIð WDI1⁄2 sOŽ

∫©±® ‰U¦�
V�Š« ÆqJA�« w� UL� wI�√ nIÝ w� sOK³Š WÞUÝuÐ oKF� sðuO1⁄2 ±∞t1⁄2“Ë r�ł

ør�−�« Êe²¹ U�bMŽ sOK³×�« w� bA�« wðu�

∫q(«
WOMO��«  ∫UNO²³�d�  v�≈ ©≤‘ Ë ±‘® sOK³×�« w�  bA�« wðu�  qK×1⁄2 Æ±

ÆW¹œUB�«Ë
ÆW¹œUB�«Ë WOMO��«  U³�dL�« vKŽ Ê«eðô« ◊Ëdý o³D1⁄2 Æ≤

∫dJ�
qzUL�« «eOÐ ÃdÐ jI�¹ r� «–UL�

ø «uM��« Ác1⁄4 Èb� vKŽ

e�dL�« w� ◊uD��« lÞUI²ð



≤∞≤±

 dH� Ω”‚  

dH� Ω Ú  ≥∑ U²ł ≤‘ – Ú µ≥ U²ł ±‘
∞,∏ x ≤‘ =∞,∂  x ±‘

≤‘ ¥
≥  Ω ±‘ ∫Ê√ Í√  ¨ ≤‘¥ Ω ±‘≥

dH� Ω ’‚
dH� ΩË ≠Ú  ≥∑ Uł ≤‘ ´ Ú µ≥ Uł ±‘

±∞ Ω ≤‘ ∞,∂ ´ ±‘ ∞,∏
±∞ Ω ≤‘ ∞,∂ ´ ≤‘ ¥

≥  x ∞,∏
±∞Ω ≤‘±,∑  ¨ ±∞ Ω ≤‘ ∞,∂ ´≤‘ ±,±

sðuO1⁄2 ∑,π Ω ≤‘ ¥
≥  Ω ±‘ ¨ sðuO1⁄2µ,π Ω

±∞
±,∑  Ω ≤‘

Torque ∫ÂËeF�« ¥ ≠ ≤
w� tJ¹d×ð s� ÎôbÐ ÎU1⁄2«—Ëœ t� V³�²� r�ł vKŽ …uIÐ ÊUOŠ_« iFÐ w� dŁRð

øUN1⁄2«—Ëœ n�u¹ Íc�« U�Ë øÂU�ł_« Ê«—Ëœ V³�¹ Íc�« U� ¨rOI²�� jš
 ‰uŠ—Ëb¹ tKF−ð t²C³� vKŽ …œdH� …uIÐ dŁRð p1⁄2S� »U³�« `²Hð U�bMŽ  
w1⁄2«—Ëb�« dŁ_« bL²F¹Ë ¨“UJð—ô« WDI1⁄2 tOKŽ lIðË t1⁄2«—Ëœ —u×� u1⁄4 Íc�« qBHL�«

Æ“UJð—ô« WDI1⁄2 sŽ U1⁄4dOŁQð WDI1⁄2 bFÐ vKŽ r�ł w� dŁRð …uI�

∫…uI�« ÂeŽ
r�−�« ÊS� ¨©tKIŁ e�d�® r�−�« Ê«eð« WDI1⁄2 s� —U� dOž …uI�« qLŽ jš ÊuJ¹Ë U� r�ł vKŽ …u� dŁRð U�bMŽ
ÂeŽ ¨—u×L�« ‰uŠ Ê«—ËbK� qÐUI�« r�−�« vKŽ …dŁRL�« …uIK� w1⁄2«—Ëb�« dŁ_« vL�¹Ë ÆXÐUŁ —u×� ‰uŠ —Ëb¹

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ r� …uI�« ÂeŽ UNOKŽ bL²F¹ w²�« q�«uF�« ·dF²²�Ë Æ ‚ Ÿ t� e�d¹Ë ¨…uI�«

…uI�« ÂeŽ UNOKŽ bL²F¹ w²�« q�«uF�« ∫©≥® ◊UA1⁄2

ÆWHK²�� q²�Ë ¨w1⁄2bF� Ë√ w³Aš q�UŠvKŽ UNO�dÞ bŠ√ eJðd¹ W¹d²� …dD�� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

q−ÝË ¨“UJð—ô« WDI1⁄2 s� sOF� bFÐ vKŽ ©„® WK²� oKŽ ≠±
ÆwI�_« l{u�« sŽ …dD�L�« ”√— ·«d×1⁄2« —«bI�

Æ©…uI�« Ÿ«—– ® “UJð—ô« WDI1⁄2Ë qI¦�« dOŁQð WDI1⁄2 sOÐ W�U�L�« f� ≠≤

sðuO1⁄2±∞ ΩË

Ú ≥∑ Ú µ≥

Ú µ≥ U²ł±‘Ú µ≥Ú ≥∑

Ú µ≥ Uł±‘
±‘

≤‘

Ú ≥∑ U²ł≤‘

Ú ≥∑ Uł±‘

“UJð—ô« WDI1⁄2 …uI�«dOŁQðWDI1⁄2

©‰® …uI�« Ÿ«—–



≤≤≤≥

ÆUNŽ«—– w� …uI�« —«bI� »d{ q�UŠ bł ≠≥
∫wðü« ‰Ëb−�« w� p−zU²1⁄2 q−Ý ¨Èdš√ …—Uð Ÿ«—c�«Ë ¨…—Uð WK²J�« dOOGð l� ≥ ≠±  «uD��« —d� ≠¥

W�ËU×L�« r�—WK²J�«??ł x  „ Ω Ê“u�«©‰®…uI�« Ÿ«—–ÂeF�«wÝ√d�« ·«d×1⁄2ô« —«bI�
±
≤
≥

∫sOK�UŽ vKŽ bL²F¹ …uI�« ÂeŽ Ê√ o³Ý UL� Z²M²�1⁄2
Æ…dŁRL�« …uI�« —«bI� 

Æ© ‰ ® Ê«—Ëb�« —u×�Ë …uI�« dOŁQð WDI1⁄2 sOÐ ÍœuLF�«   bF³�« 

∫WOðü« W�öF�« s� ÎUO{U¹— …uI�« ÂeŽ »U�Š sJL¹Ë
  vMLO�« bO�« …bŽU� Â«b�²ÝUÐ ÂeF�« ÁU−ð« œb×¹Ë ¨     ‚  x ‰  Ω  ‚ Ÿ   

 Uł  ‚  ‰   Ω ‚ Ÿ     
∫YOŠ

    d²� ÆsðuO1⁄2 …bŠuÐ ”UI¹Ë ¨Ê«—Ëb�« —u×� ‰uŠ …uI�« ÂeŽ ∫ ‚ Ÿ
Æ…dŁRL�« …uI�« —«bI� ∫ ‚  

ÆÊ«—Ëb�«—u×�Ë …uI�«dOŁQð WDI1⁄2 sOÐ ÍœuLF�« bF³�« ∫  Uł ‰
Æ©¥® qJA�« dE1⁄2« ¨UNŽ«—–Ë …uI�« qLŽ jš sOÐ W¹Ë«e�« ∫  

 ∫©≤® ‰U¦�
 Æ©√® —u×L�« ‰uŠ …uI�« ÂeŽ V�Š« ¨—ËU−L�« qJA�« w�

∫q(«
            Ú ±¥≥ Uł x ∞[≥ xµ∞ Ω  Uł ‚ ‰   Ω  ‚ Ÿ

WŽU��« »—UIŽ l�  ÂÆsðuO1⁄2 π Ω              

‰«R?Ý  
 ÎöIŁ tO²¹UN1⁄2 ÈbŠ≈ w� oKŽ ¨q�UŠ vKŽ WDI1⁄2 w� bM²�¹ sðuO1⁄2 ¥∞ t1⁄2“ËË Â ∏ t�uÞ rE²M� w1⁄2bF� VOC� 

ÆoKFL�« qI¦�«Ë œUMÝù« WDI1⁄2 sOÐ W�U�L�« b−� wI�√ l{Ë w� VOCI�« Êeð« «–S� ¨sðuO1⁄2 ¥∞ Á—«bI�

 Uł ‰ ‚

‰

…uI�« ÂeŽ ∫©¥® qJA�«

sðuO1⁄2 µ∞ Ω ‚ Ú ±¥≥

√ —u×L�«



≤≤≤≥

W¹“«u²� Èu� …bŽ dOŁQð X% VKB�« r�'« Ê«eð« ∫©¥® ◊UA1⁄2

WHK²�� q²�Ë ¨wCÐU1⁄2 Ê«eO�Ë ¨W¹d²� …dD��∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
                                                                                                            ∫qLF�«  «uDš

s� X³¦� wCÐU1⁄2 Ê«eO� WÞUÝuÐ UNHB²M� s� …dD�L�« oKŽ
ÆqJA�« w� UL� vKŽ_«

Æ ©√® …dD�L�« ·dÞ w� ©±Ë® ÎöIŁ oKŽ 
qF−¹  bFÐ vKŽË  ©»® w1⁄2U¦�« ·dD�« w� ©≤Ë®  dš¬ öIŁ oKŽ

Æ ÎUOI�√ W1⁄2e²� …dD�L�«
Æ©≤‰ ® w1⁄2U¦�« qI¦�« Ÿ«—–Ë ©±‰® ‰Ë_« qI¦�« Ÿ«—– f�

ÆwCÐUM�« Ê«eOL�« …¡«d� f�
Æo�dL�« ‰Ëb−�« w� p−zU²1⁄2 q−ÝÆW�UŠ q� w� ‰UIŁ_« dOOG²Ð WIÐU��«  «uD��« —d�

W�ËU×L�« r�—±Ë±‰±‰ x±Ë≤Ë≤‰≤‰ x≤ËÊ«eOL�« …¡«d�
±
≤
≥

∫W�öF�« oI×²ð U�bMŽ W�UŠ q� w� Êe²ð …dD�L�« Ê√ WÐd−²�« s� kŠöð

≤‰ x ≤Ë Ω ±‰ x ±Ë 
ÆdH� Ω …dD�L�« nB²M� w� dL¹ —u×� ‰uŠ ÂËeF�« ŸuL−� Ê√ wMF¹ «c1⁄4Ë

…dD�L�« Ë ´ ≤Ë ´ ±ËΩ © sOðuI�« WKB×� ® W�UŠ q� w� Ê«eOL�« …¡«d� Ê√Ë
Æ“UJð—ô« WDI1⁄2 s� WHK²�� œUFÐ√ vKŽ ‰UIŁ√ …bŽ Â«b�²ÝUÐ WIÐU��«  «uD��« —d�

øZ²M²�ð «–U� ÆW�UŠ q� w� Ê«eðô« vKŽ qB×ð v²Š …dD�L�« ‰uÞ vKŽ ‰UIŁ_« „dŠ
∫w1⁄4 Èu� …bŽ dOŁQð X×ð VK� r�ł Ê«eðô U1⁄4d�uð Â“ö�« ◊ËdA�« Ê√ kŠö1⁄2 o³Ý UL�

ÆÎ«dH� Ω —u×� Í√ ‰uŠ Ÿ  
ÆÎ«dH� Ω ‚

∫©≥® ‰U¦�
∫V�Š«Æ©uÝ – wÝ® ‰UHÞ√ W³F� —ËU−L�« qJA�« w�

ÆWF�«d�« Ê“«u²ð v²Š Y�U¦�« qHD�« Ê“Ë Æ±
Æ“UJð—ô« WDI1⁄2 bMŽ W¹œuLF�« f�ö²�« …u� Æ≤

Â≤
Â±¨≤

Â≤

sðuO1⁄2 ≥∞∞sðuO1⁄2∂∞∞
≥ Ë ± Ë

≤ Ë

±‰≤‰

±Ë
≤Ë



≤¥≤µ

∫q(«
ÆqJA�« w� UL� UNM� q� Ÿ«—– œb×1⁄2Ë ¨ÈuI�« rÝd1⁄2 ≠

 ÆsOIÐU��« Ê“«u²�« wÞdý o³D1⁄2 ≠
dH� Ω œ WDIM�« ‰uŠ Ÿ  ∫‰Ëô«  ◊dA�«

dH� Ω‰ x W¹œuLF�« f�ö²�« ‚ ´ uÝ w��« ‰ x uÝ w��« Ë ´ ≥‰ x≥Ë ´ ≤‰ x≤Ë ´ ±‰ x±Ë
dH� ΩdH� ´ dH� ´ © ∞[∏x≥Ë ® ´ ≤x∂∞∞ ≠ ©≤x≥∞∞®

dH� Ω©∞[∏x≥Ë ® ´ ±≤∞∞ ≠ ∂∞∞
dH� Ω≥Ë ∞[∏ ´ ∂∞∞≠

∂∞∞ Ω≥Ë ∞[∏ 
sðuO1⁄2  ∑µ∞ Ω ≥Ë Ê–≈

dH� Ω ‚ ∫w1⁄2U¦�« ◊dA�« W�œUF� w� i¹uF²�UÐË
uÝ w��« W³F� Ê“Ë UMKL1⁄4√ «–≈ ∞ Ω ∂∞∞ ≠ f�ö²�« ‚ ´ ∑µ∞ ≠ ≥∞∞≠

sðuO1⁄2 ±∂µ∞ Ω ©f�ö²�« ‚®

∫ Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ
¨ÁU−ðô« w� ÊU²��UF²�Ë —«bIL�« w� ÊU²¹ËU�²� ÊUðu� dŁRð U�bMŽ
ÊuJOÝ r�−�« vKŽ UL1⁄4dOŁQð  ÊS� ¨„d²A�  dOž ULNKLŽ jšË ÊU²¹“«u²�Ë
r�−�« vKŽ w1⁄2«—Ëb�« dŁ_« ”UI¹Ë Æ ÎUł«Ëœ“« ÊöJA¹ ULN1⁄2√ Í√ ªÎUO1⁄2«—Ëœ
r�−�« Ê«—Ëœ V³�¹ b�  Íc�«  Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ vL�ð WN−²� WOzU¹eO�  WOLJÐ

Æ WŽU��« »—UIŽ l�Ë√ ¨WŽU��« »—UIŽ Ê«—Ëœ ÁU−ð« fJFÐ

‰«R?Ý  
ø«–UL�ËÆ ÎUł«Ëœ“« qJA¹ WOðü« ‰UJý_« s� Í√

sðuO1⁄2±∞

sðuO1⁄2 µsðuO1⁄2±∞

sðuO1⁄2±∞sðuO1⁄2±∞

sðuO1⁄2±∞
sðuO1⁄2±∞

sðuO1⁄2 µ

sðuO1⁄2±∞
sðuO1⁄2 µ

sðuO1⁄2±∞

sðuO1⁄2±∞

©√®©»®©?ł®©œ®©?1⁄4®

Â≤Â≤
W¹œuLF�« f�ö²�« ‚

√ »
sðuO1⁄2 ≥∞∞

sðuO1⁄2∂∞∞
≥ Ë ± Ë

≤ Ë

Â±¨≤

uÝ w��« Ê“Ë Ë

œ

´≠



≤¥≤µ

∫Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ »U�Š
 ULNM� q� WLO� ÊU²¹ËU�²� ÊUðu� tO�dÞ bMŽ dŁRðË ¨—u×� ‰uŠ Ê—«ËbK� qÐU� ©‰® t�uÞ ÎU³K� ÎUL�ł Ê√ ÷d²H1⁄2 
Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ »U�×�Ë ¨ÎUł«Ëœ“« ÊU²��UF²L�«Ë ÊU²¹ËU�²L�« ÊUðuI�« ÊUðU1⁄4 qJAðË ¨©µ® qJA�« w� UL� ©‚®

∫WOðü«  «uD��UÐ ÂuI1⁄2 ¨©Â® WDIM�« ‰uŠ
ÆsOðuI�« Èu²�� vKŽ ÍœuLŽ Ê«—Ëb�« —u×� Ê√ ÷dH1⁄2 ≠

w�eŽ ŸuL−� ÍËU�¹ sOðuI�« s� ÊuJL�« Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ ≠
Æ Ê«—Ëb�« —u×� UNÐ dL¹ w²�« © Â ® WDIM�« ‰uŠ sOðuI�«

©» ‚® Â Ÿ ´ ©√ ‚® Â Ÿ  Ω Â Ÿ
 fJFÐ sO�eF�« ÁU−ð«Ë ‚  x ≤ ‰ ´ ‚ x ± ‰ Ω Â Ÿ  

ÆWŽU��« »—UIŽ Ê«—Ëœ
©± Ω  Uł® ÊS� ©‰® vKŽ W¹œuLŽ © ‚ ® Ê√ ULÐ

≤‰ ´ ±‰ Ω ‰  Ê_ ‚ ©≤‰ ´ ±‰ ® Ω Â Ÿ
 ‚ ‰    Ω    

ULNMOÐ ÍœuLF�« bF³�« ∫‰ ¨sOðuI�« ÈbŠ≈ ∫‚ ¨Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ ∫ ÂŸ YOŠ

‰«R?Ý  
œuLF�« œ«b²�« vKŽ ©Â® WDIM�« lIð U�bMŽ Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ V�Š«
bŠ√ Ê√ kŠô ¨qJA�«  w� UL� sOðuI�«  qLŽ wDš sOÐ  q�«u�«
Ê«—Ëœ ÁU−ð« fJFÐ dšü«Ë ¨WŽU��« »—UIŽ Ê«—Ëœ ÁU−ðUÐ sO�eF�«

ÆWŽU��« »—UIŽ

∫©¥® ‰U¦�
¨UNHB²M� w� dL¹ “UJð—« —u×� ‰uŠ Ê«—ËbK� WKÐU� © » √ ® …dD��

¨qJA�« w� UL� …dD�L�« —u×� sŽ Ú ≥∞ U1⁄4—«bI� W¹Ë«eÐ ULNM� q� qOLðË ¨sðuO1⁄2 ±∞ULNM� q� WLO� ¨ÊUðu� UNOKŽ dŁRð
Æ…dD�L�« vKŽ dŁRL�« Ã«Ëœ“ô« V�Š«

∫q(«
sOðuI�« ÈbŠ≈ x Ã«Ëœ“ô« Ÿ«—– Ω

ÂŸ  ‰‚ Ωx Æ√
© ∞[µ ® x © ± ® x © ±∞ ® Ω Ú ≥∞ Uł ‚ ‰ Ω      

Â Æ sðuO1⁄2 µ Ω ©∞[µ® ±∞ Ω    
ÆWŽU��« »—UIŽ fJŽ ÁU−ð« w� …dD�L�« …—«œ≈ vKŽ Ã«Ëœ“ô« «c1⁄4 qLFOÝË

 

‚

‰
» √

±‰

≤‰

‚

Â

‚

±‰≤‰

‰

Â
√»

‚ Ã«Ëœ“ô« ÂeŽ ∫©µ® qJA�«

» √

sðuO1⁄2±∞
Ú ≥∞

Ú ≥∞ rÝ ±∞∞



≤∂

∫qBH�« WK3⁄4Ý√

∫WOðü« rO1⁄4UHL�« s� qJÐ œuBIL�« U� ∫±”
 ÆÃ«Ëœ“ô« Ÿ«—– ¨r�−�« qIŁ e�d� ¨w1⁄2uJ��« „UJ²Šô« …u� ¨…uI�«

∫UOLKŽ «dO�Hð wðQ¹ U� d�� ∫≤”
øw�d×�« „UJ²Šô« q�UF� s� d³�√ w1⁄2uJ��« „UJ²Šô« q�UFL� ÈuBI�« WLOI�« ≠

Ær�−�« vKŽ w1⁄2«—Ëœ dŁ√ UN� fO� Ÿ«—cK� ÎU¹“«u� UNKLŽ jš ÊuJ¹ w²�« …uI�« ≠ 

‚ËbM� w� Ê«dŁRð © ≤‚ ¨±‚ ® ÊUðu� —ËU−L�« qJA�« w� ∫≥”
W¹Ë«e�« UMKK� «–S� Æ¡U�K� WO{—√ vKŽ W²ÐUŁ WŽd�Ð „d×²¹

t²ŽdÝ vKŽ vI³¹ Ê√ r�−K� U1⁄2œ—√Ë ¨±‚ WLO� dOOGð ÊËœ s�
ÆV³��« sÒOÐ øW²ÐUŁ UNOI³ð Â√ UNKKIð Â√ ≤‚ b¹eð qN� ÆW²ÐU¦�«

bMŽ Ê«dŁRð ÆsðuO1⁄2 ∏∞ ULNM�  q� WLO� ÊU²¹“«u²� ÊUðu� ∫¥”
‚U��« ‰uÞ ÊU� «–S� ¨—ËU−L�« qJA�« w� UL� …dD�� w�dÞ
w²�« W¹Ë«e�« bł ¨Â sðuO1⁄2 ∏∞ΩdŁRL�« Ã«Ëœ“ô« ÂeŽË ¨Â ≤

Æ …dD�L�« l� sOðuI�« s� q� qLŽ jš UNFMB¹
Æ Ú ±≤∞ ULNMOÐ W¹Ë«e�« X1⁄2U� YO×Ð r�ł vKŽ —«bIL�« w� ÊU²¹ËU�²� ÊUðu�  dŁ√ ∫µ”

ÆWKB×L�« ÁU−ð«Ë sOðuI�« s� q� —«bI� V�Š« ¨sðuO1⁄2 ≥ Ω sOðuI�« WKB×� Ê√ XLKŽ «–≈  
 

¥∞  t1⁄2“ËËÆ Â ≥ t�uÞ VA��« s� rE²M� Õu� ∫∂”
sOOÝ√— sOK³Š WÞUÝuÐ wI�√ l{Ë w� oKŽ sðuO1⁄2
∑≤ t²K²� h�ý n�Ë «–≈ ¨tO�dÞ bMŽ sOÞuÐd�
w� bA�« …u� bł tO�dÞ ÈbŠ≈ s� Â± bFÐ vKŽ rG�

ÆsOK³×�« ö�
r�ł oKŽ «–≈ Æt¹b¹ s� WHK²��  U�U�� vKŽ ‰UIŁ√  U�öŽ tÐ ÎUO³Aš Î«d²� qL×¹ V�UÞ qJA�« w� ∫∑”

Æd²L�« l�— w� WÐuF� V�UD�« «c1⁄4 tł«uOÝ ÆU1⁄4«bŠ≈ w� qOIŁ
ø d³�√ WÐuF� w�ö¹ W�öŽ W¹√ w� Æ± 

 w²�« WÐuFB�« YOŠ s� ÎUO�“UMð  U�öF�« Vð—Æ≤
ÆUNNł«uOÝ

±‚

≤‚

Â±,µ

Â±

Â±,µ

sðuO1⁄2¥∞ΩË



≤∑

 v�≈  p�c�  ÎUF³ð  r�I¹Ë  ¨ÂU�ł_«  W�dŠ  w�  UJO1⁄2UJOL�«  rKŽ  Y×³¹
 nB¹Ë¨©…œd−L�«  W�d×�«  rKŽ®  Ë√  ¨UJO²LM¹UJ�«  rKŽ∫ UŽu{u�  …bŽ
 rKŽ®  Ë√  ¨UJOðU²Ýô«  rKŽË  ¨UNð«dOG²�  sOÐ  W�öF�«  sO³¹Ë  ÂU�ł_«  W�dŠ
 rKŽË  ¨WM�U��«  ÂU�ł_«  vKŽ  ÈuI�«  WÝ«—bÐ  h²�¹Ë¨© UO1⁄2uJ��«
 ÂU�ł_« vKŽ …dŁRL�« ÈuI�« w� Y×³¹Ë ¨©p¹d×²�« rKŽ® Ë√ ¨ UJO�UM¹b�«

ÆqBH�« «cN� UM²Ý«—œ Ÿu{u� u1⁄4Ë ¨WO�d×�« UN²�UŠË
 ¨sðuO1⁄2 r�UF�«  UNF{Ë WOFO³Þ sO1⁄2«u� WŁöŁ vKŽ UJO�UM¹b�«  rKŽ eJðd¹Ë
 ør�−�« WŽdÝ w� dOG²�«Ë …uI�« sOÐ jÐdð w²�« W�öF�« U�Ë øsO1⁄2«uI�« Ác1⁄4 UL�

øiFÐ vKŽ UNCFÐ ÂU�ł_« dŁRð nO�Ë
 «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4

∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË qBH�«
ÆÂU�łú� wð«c�« —uBI�« ÂuNH� `{uð 

Æ WŁö¦�« sðuO1⁄2 sO1⁄2«u� ·dF²ð 
 Ÿ—U�²�«Ë r�ł vKŽ …dŁRL�« …uI�«—«bI� sOÐ W�öF�« ÎUOKLŽ Z²M²�ð 

Æt³�²J¹ Íc�«
Æw1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� vKŽ WOÐU�Š qzU�� q×ð 

ÆsðuO1⁄2 sO1⁄2«u� vKŽ WO{U¹—Ë WOKLŽ  UIO³Dð ·dF²ð 
          ÆsOL�ł sOÐ »–U−²�« …u� UNOKŽ bL²Fð w²�« q�«uF�« `{uð 

ÆWOÐU�Š qzU�� qŠ w� ÂUF�« »c−�« Êu1⁄2U� Âb�²�ð 

W�d×�« w� sðuO1⁄2 sO1⁄2«u� ≥

 ¨© Â ±∑≤∑ – ±∂≤¥ ® sðuO1⁄2 o×Ý≈
 s� ÒbF¹ ¨ÍeOK−1⁄2≈ w{U¹—Ë wzU¹eO�
 —uBF�«  d�  vKŽ  sOOzU¹eOH�«  rEŽ√
 ¡U¹eOH�« ÂuKŽ w� tðU�UA²�«Ë Á—UJ�Q�
  UOÝUÝ√  w1⁄4  pKH�«Ë   UO{U¹d�«Ë

ÆY¹b×�« rKF�«



≤∏≤π

W�d(« w� ‰Ë_« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� ± ≠ ≥
:ÕUOð—UÐ XK�Ë p�uŠ  dE1⁄2Ë q¹uÞ »UOž bFÐ p²OÐ v�≈ ÎU�u¹  bŽ pKF�
r1⁄4√ bŠ√ vKŽ ÍuDMð …—U³F�« Ác1⁄4 Ê√ ÎU�u¹  dJ� q1⁄4 ¨t�UŠ vKŽ wIÐ ¡wý q�

øWOFO³D�« sO1⁄2«uI�«
Ë  ozU�K� ÊU�_« Â«eŠ jÐ— vKŽ dO��« sO1⁄2«u� œbAð «–UL�  dJ� q1⁄4

ød�_« «cN� VO−²�¹ ô s� n�U�ðË ¨…—UOÝ rNÐu�— bMŽ UC¹√ »U�d�«
jš w�Ë t²ÐUŁ WŽd�Ð W�d×²L�« ÂU�ł_«Ë ¨WM�UÝ vI³ð WM�U��« ÂU�ł_«
…u� ÃU²×1⁄2 UM1⁄2√ wMF¹ «c1⁄4Ë ¨WOł—Uš Èu� UNOKŽ dŁRð r�U� p�c� vI³ð rOI²��
ô UMMJ�Ë ¨W�d×²L�« ÂU�ł_« ·UI¹ù …u� ÃU²×1⁄2Ë ¨WM�U��« ÂU�ł_« p¹d×²�

ÆW²ÐUŁ WŽd�ÐË rOI²�� j�Ð UN²�dŠ w� dL²�ð UNKF−� …u� ÃU²×1⁄2

∫W�d(« w� ‰Ë_« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U�

WŽd��« fHMÐ  t²�d×Ð dL²�¹ rOI²�� jš w� W²ÐUŁ WŽd�Ð „d×²L�« r�−�«Ë ÎUM�UÝ vI³¹  s�U��« r�−�«
Æp�– dOOGð vKŽ Ád³−ð WOł—Uš …u� tOKŽ dŁRð r� U� ÁU−ðô«Ë

…d1⁄4UE�« Ác1⁄4 vKŽ oKD¹Ë ¨U1⁄4dOOGð WF1⁄2UL�Ë WO�d×�« UN²�UŠ vKŽ WE�U×LK� ÂU�ł_« qO� Êu1⁄2UI�« «c1⁄4 nB¹
bL²Fð WO�U��« Ác1⁄4Ë Æwð«c�« —uBI�« Êu1⁄2U� ‰Ë_« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� vL�¹ «c� ª©ÂU�łú� wð«c�« —uBI�« WO�Uš®
X1⁄2U� ULK� VF�√ ÊuJð r�−K� WO�d×�« W�U×�« dOOGð Ê√ wMF¹ «c1⁄4 Æ U1⁄4œU¹œ“UÐ œ«œeðË r�−K� —uBI�« WK²� vKŽ

Æd³�√ t� —uBI�« WK²�
‰ËU×ð w²�« …uI�« b{ r�−�« UN¹b³¹ w²�« WF1⁄2ULL�« w1⁄4 ∫ —uBI�« WK²�

ÆWO�d×�« t²�UŠ dOOGð

∫ÂU�łú� wð«c�« —uBI�« ∫©±® ◊UA1⁄2

ÆbI1⁄2 WFD�Ë ¨Êuðd� WFD�Ë ¨ ¡U� ”Q� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

ÆqJA�« w� UL� ”QJ�« W1⁄4u� vKŽ ÎUOI�√ UNF{Ë qJA�« WFÐd� Êuðd� WFD� h� Æ±
ÆÎU³¹dIð ÊuðdJ�« WFD� e�d� w� bIM�« WFD� l{ Æ≤

ÆÎUOI�√ tMJL� WŽdÝ vB�QÐ ÊuðdJ�« WFD� dI1⁄2« Ë√ V×Ý« Æ≥
Ætðb1⁄4Uý U� d�� øbIM�« WFD� XDIÝ s¹√

∫wðQ¹U�d��
bðd¹ ÂU�ú� WK�U×�« „d×²ð U�bMŽ
n�u²ð U�bMŽËnK�K�ÊËd�U�L�«

ÂU�ú� ÊuF�bM¹ …Q−�

ørKFð q1⁄4
b{ r�−�« UN¹b³¹ w²�« WF1⁄2ULL�« vL�ð

Æ»c−�« WK²� WO{—_« WOÐ–U−�« …u�



≤∏≤π

∫©±® ‰U¦�
sŽ qOLð sðuO1⁄2 ≤µ U1⁄4—«bI� …u� dOŁQð X×ð W²ÐUŁ WŽd�Ð sAš wI�√ `DÝ vKŽ „d×²¹ sðuO1⁄2 µ∞ t1⁄2“Ë r�ł

∫s� q� —«bI� V�Š« Æ Ú ≥∑ U1⁄4—«bI� W¹Ë«eÐ o�_«
„UJ²Šô« …u� W¹œuLF�« f�ö²�« …u�

∫q(«
¨wJO�UM¹œÊ«eð«W�UŠw�uN�¨W²ÐUŁWŽdÝw�dO�¹r�−�«Ê√YOŠ

Î«dH� ÍËU�ð tOKŽ ÈuI�« WKB×� Ê√ Í√
   dH� Ω ”‚ 

Î«dH� ΩÕ‚ ≠ Ú ≥∑U²ł ‚ 
sðuO1⁄2 ≤∞ Ω ∞[∏ x≤µ ΩÕ‚

dH� Ω ’‚
Î«dH� ΩË ≠ ©—´ Ú ≥∑ Uł ‚®

ÆsðuO1⁄2 ≥µ Ω ∞[∂ x ≤µ – µ∞ Ω Ú ≥∑ Uł ‚ ≠ Ë Ω—

 W�d(« w� w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� ≤ ≠ ≥
 WŽd�ÐË rOI²�� j�Ð t²�dŠ w� dL²�¹ r�−�« qF−� …u� ÃU²×1⁄2 ô UM1⁄2√ ‰Ë_« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� s� UM−²M²Ý«

ø‰Ë_« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� w� ÁUMÝ—œ U� l� ÷—UF²¹ «c1⁄4 q1⁄4 øUNK�— s� …d²� bFÐ …dJ�« n�u²ð «–ULK� ¨W²ÐUŁ
qJA�« w� UL� ¨„UJ²Šô« r¹bŽ wI�√ `DÝ vKŽ WM�UÝ WÐdŽ „UM1⁄4 Ê√ ÷d²H1⁄2 WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4 sŽ WÐUłû�
„d×²²Ý q1⁄4 øUN²�d×� qL²×L�« ÁU−ðô« u1⁄4 U�Ë øWM�UÝ vI³²Ý qN� ¨—U�O�« u×1⁄2 …u� UNOKŽ  dŁ√ «–S�¨ ©±®

ø…dOG²� Â√ W²ÐUŁ WŽd�Ð
 …u�Ë  ¨qHÝ√ v�≈ UN1⁄2“Ë ∫w1⁄4 ¨Èu� …bŽ dOŁQð X×ð WÐdF�«  lIð  
ÈuI�« WKB×� Ê√ YOŠ …dŁRL�« …uI�«Ë ¨vKŽ√ v�≈ W¹œuLF�« f�ö²�«
vI³ð s� UN1⁄2U� ¨ Î«dH� ÍËU�ð  ô wI�_« ÁU−ðô« w� WÐdF�« w� …dŁRL�«
w� X³³�ð b� …uI�« ÊuJð «cNÐË Æ—U�O�« u×1⁄2 Ÿ—U�²Ð „d×²²Ý qÐ WM�UÝ

Ær�−K� WO�d×�« W�U×�« dOOGð
 vKŽ …dŁRL�« …uI�« sOÐ W�öF�« `O{u²Ð w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� h²�¹Ë
ÂuI1⁄2 W�öF�« Ác1⁄4 W�dFL�Ë ¨©tŽ—U�ð ® WO�d×�« t²�UŠ w� dOG²�«Ë U� r�ł

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ

Ú ≥∑ Ú ≥∑ U²ł ‚
sðuO1⁄2 ≤µΩ‚

Ú ≥∑ Uł ‚

Õ‚

sðuO1⁄2µ∞ΩË

—

‚

Ë

W¹œuLF�« f�ö²�« …u�

w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U�∫©±®qJA�«



≥∞≥±

Æt³�²J¹ Íc�« Ÿ—U�²�«Ë r�'« vKŽ …dŁR*« …uI�« 5Ð W�öF�« ∫©≤® ◊UA1⁄2
∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«

…dD��Ë¨W¹u�ð Ê«eO�Ë¨”U�Š Ê«eO�Ë ¨UNðUI×K�Ë p²Ý—b� d³²�� w� …œułuL�« WOz«uN�« WJ��«
WOzu{ WÐ«uÐ WOzu{ WÐ«uÐ

WÐdF�«

oKFL�« qI¦�«

¡U�K� …dJÐ

∫qLF�«  «uDš
ÆW¹u�ð Ê«eO� Â«b�²ÝUÐ Ë√ ÎU¹Ëb¹ WOz«uN�« WJ��« ¡«u²Ý« j³{« Æ±

ÆwM�e�« œ«bF�« l� ULNK�Ë ¨WJ��« vKŽ W³ÝUM� W�U�� vKŽ sO²OzuC�« sO²Ð«u³�« V�— Æ≤
ÆełU×�« ÷dŽ f�Ë WÐdF�« dNþ vKŽ U ·dŠ qJý vKŽ Î«ełUŠ X³Ł Æ≥

ÆWJ��« ·dÞ vKŽ …dJ³�« X³Ł Æ¥
ÆdOG� ·UDš t²¹UN1⁄2 w� jÐd¹Ë …dJ³�« ‚u� dL¹ nOHš jOš WÞUÝuÐ WÐdF�« jÐ—« Æµ

Æœ«bF�« w� Ÿ—U�²�« ”UO� WHOþË vKŽ wM�e�« œ«bF�« qGý Æ∂
Æd×�« jO��« ·dÞ w� W�ËdF� WK²� oKŽ Æ∑

Æ r�−�« qIŁ dOŁQð X×ð sO²OzuC�« sO²Ð«u³�« ‰öš „d×²ð WÐdF�« „dð«Ë ¨WOz«uN�« W�CL�« qGý Æ∏
∫w1⁄4Ë ¨w�U²²� qJAÐ œ«bF�« WýUý vKŽ dNEð w²�« Àö¦�«  «¡«dI�« q−Ý Æπ

©rÝµ Ω · ełU×�« ÷dŽ®Æ±“ v�Ë_« WÐ«u³K� ełU×�« lD� s�“ ∫v�Ë_« …¡«dI�«
Æ≤“ WO1⁄2U¦�« WÐ«u³K� ełU×�« lD� s�“ ∫ WO1⁄2U¦�« …¡«dI�«
Æ≥“ sO²Ð«u³�« sOÐ ‚dG²�L�« s�e�« ∫W¦�U¦�« …¡«dI�«

r�—

W�ËU×L�«
Ë©À®±“©À®≤“©À®≥“± “Ø· Ω±Ÿ≤ “Ø· Ω≤Ÿ

≥ “Ø±Ÿ≠≤Ÿ Ω 

≤ÀØÂ
©sðuO1⁄2® …uI�«

±
≤
≥

 rÝ—«ÆWIÐU��« WI¹dD�« fHMÐ Ÿ—U�²�« V�Š«Ë ¨W�ËU×� q� w� WHK²�� Ê«“Ë√ oOKF²Ð WÐd−²�« —d� Æ±∞ 
ørÝd�« s� WÐdF�« WK²� »U�Š pMJL¹ q1⁄4 ÆŸ—U�²�«≠…uI�« vM×M�

∫ w1⁄2U¦�« t1⁄2u1⁄2U� w� UNžU�Ë ¨UC¹√ sðuO1⁄2 r�UF�« UNO�≈ q�uð oÐU��« ◊UAM�« w� UNOKŽ XKBŠ w²�« W−O²M�« Ê≈

ÆtOKŽ …dŁRL�« ÈuI�« WKB×� l� ÎU¹œdÞ ÎU³ÝUMð r�ł t³�²J¹ Íc�« Ÿ—U�²�« VÝUM²¹∫w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U�



≥∞≥±

∫w�U²�« qJA�UÐ V²J¹ ÎUO{U¹—Ë
ÆtŽ—U�ð x r�−�« WK²� Ω r�−�« vKŽ …dŁRL�« ÈuI�« WKB×�  

          ©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ    x „ Ω ‚        
ÆsðuOM�UÐ r�−�« w� …dŁRL�« WKB×L�« …uI�« ∫ ‚ YOŠ  

Æ rGJ�UÐ r�−�« WK²� ∫ „  
Æ≤ÀØÂ …bŠuÐ r�−�« t³�²J¹ Íc�« Ÿ—U�²�« ∫   

rG�± t²K²� ÎUL�łV�Jðw²�« …uI�«UN1⁄2QÐ©sðuOM�«® …uI�«…bŠËn¹dFðsJL¹ UM1⁄4s�
Æ ©≤® qJA�« w� UL� rOI²�� j�Ð Ÿ—U�²�«Ë …uI�« sOÐ W�öF�« q¦Lð ÎUO1⁄2UOÐË ¨UN1⁄4U−ðUÐ ≤ÀØÂ ± Á—«bI� ÎUŽ—U�ð

∫©≤® ‰U¦�
ÆqJA�« w� UL� ¨ „UJ²Šô« WL¹bŽ WOI�√ WO{—√ vKŽ rG� µ∞ t²K²� ÎU�ËbM� d−¹ qł—

Æ‚ËbMB�« t³�²J¹ Íc�« Ÿ—U�²�« V�Š«
ÆÊuJ��« s� W�d×�« √bÐ t1⁄2QÐ ÎULKŽ¨ t²�dŠ ¡bÐ s� Ê«uŁ ±∞ bFÐ ‚ËbMB�« UNFDI¹ w²�« W�U�L�« V�Š«

∫q(«
Æw1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� Âb�²�1⁄2 ‚ËbMB�« t³�²J¹ Íc�« Ÿ—U�²�« »U�×�

 dH� Ω ’ ‚  
  x „ Ω ” ‚  
  x µ∞ Ω ≤∞∞

≤ÀØÂ ¥ Ω ≤∞∞
µ∞ Ω  

∫W�d×�«  ôœUF� Âb�²�1⁄2 r�−�« UNFD� w²�« W�U�L�« »U�×�
≤“   ±

≤ ´ “ ±Ÿ Ω ·  
 d²� ≤∞∞ Ω≤±∞ x ¥ x ±

≤ ´ dH� Ω    

‰«R?Ý  
«–S�ÆqJA�« w� UL� WK²J�« WKLN� ◊uOš WÞUÝuÐ WÞuÐd� q²J�« s� WŽuL−� vKŽ sðuO1⁄2 ±∞∞ U1⁄4—«bI� …u� dŁRð

∫ Ê√ XLKŽ
 Æ rG�≤µ Ω≥„ ¨rG�±µ Ω ≤„ ¨rG� ±∞ Ω±„ 

 Ìq� w� bA�«Ë ¨WŽuL−L�« Ÿ—U�ð ∫s� Îö� V�ŠU�
Æ◊uO��« s�

…uI�« sOÐ W�öF�« ©≤® qJA�«
Ÿ—U�²�«Ë

Ÿ—U�²�«

…uI�«

Ë

—

sðuO1⁄2≤∞∞Ω‚

‚±‘≤‘
±„ ≤„ ≥„



≥≤≥≥

W�d(« w� Y�U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� ≥ ≠ ≥
Î«—UL�� ‚bð Ê√ X�ËUŠ …d� r�Ë øqHI� »UÐ vKŽ ‚dD�« Ë√ …uIÐ …d� »d{ p²�ËU×� bMŽ „b¹ p²L�¬ …d� r�

ø—UL�L�UÐ UN�«bD�« bMŽ „u×1⁄2 bðdð W�dDL�« Ê√ b−²� W�dD� WÞUÝuÐ
dŁRð w²�« ÈuI�« WFO³Þ w� Y×³¹ Íc�« Y�U¦�« t1⁄2u1⁄2U� ‰öš s� d1⁄4«uE�« Ác1⁄4 qJ� Î«dO�Hð sðuO1⁄2 błË bI�
r� Y�U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� h1⁄2 W�dFL�Ë ¨ÁU−ðô« w� W��UF²�Ë W¹ËU�²� Ã«Ë“√ qJAÐ bł«u²ð w²�«Ë ¨ÂU�ł_« vKŽ

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ

qFH�« œ—Ë qFH�«  ∫©≥® ◊UA1⁄2

≥ œbŽ w�d³1⁄2“ Ê«eO� ∫ «Ëœô«Ë œ«uL�«

V×Ý
 

V×Ý V×Ý  
∫qLF�«  «uDš

ÆqJA�« w� UL� dšü« WIKŠ w� sO1⁄2«eOL�« bŠ√ ·UDš oKŽ
øZ²M²�ð «–U� ÆsO1⁄2«eOL�« …¡«d� f�

ÆqJA�« w� UL� s¹“«u� WŁöŁ Â«b�²ÝUÐ WIÐU��« WÐd−²�« —d�
Æp²ÐUł« d�� ÆjÝË_« Ê«eOL�« …¡«d� f�

W��UF²�Ë W¹ËU�²� Ã«Ë“√ qJý vKŽ ÊuJ�« w� błuð ÈuI�« Ê√ p²Ðd−ð ZzU²1⁄2 vKŽ Î«œUL²Ž« rOLF²�« lOD²�ð q1⁄4
ÆÁU−ðô« w�

Ê«dŁRðË ¨ÁU−ðô« w� UN� W��UF�Ë —«bIL�« w� UN� W¹ËU�� qF� œ— …u� qF� …u� qJ�  ∫Y�U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U�
Æj��« fH1⁄2 vKŽ ÊöLFðË ¨sOHK²�� sOL�ł vKŽ

‰«R?Ý  
Æ©…—u� q� w� bŠ«Ë ÃË“ s� d¦�√ „UM1⁄4® WOðü« ‰UJý_« w� qFH�« œ—Ë qFH�« wðu� œbŠ

V×Ý



≥≤≥≥

∫sðuO1⁄2 51⁄2«u� vKŽ WŽuM²� WK¦�√

∫©≥® ‰U¦�
 WO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð d³²Ž« ¨wzUÐdN� bFB� WO{—√ vKŽ rG� µ∞ t²K²� h�ý nI¹ qÐUIL�« qJA�« w�

∫bFBL�« ÊuJ¹ U�bMŽ ©Íd1⁄4UE�« t1⁄2“Ë® h�A�« vKŽ qFH�« œ— ÊuJ¹ r� ¨ ≤ÀØÂ ±∞
øÎUM�UÝ Æ±

øW²ÐUŁ WŽd�Ð qHÝ_ Ë√ vKŽ_ ÎU�d×²� Æ≤
ø≤ÀØÂ≤ Á—«bI� Ÿ—U�²Ð vKŽ_ ÎU�d×²� Æ≥
ø≤ÀØÂ≤ Á—«bI� Ÿ—U�²Ð qHÝ_ ÎU�d×²� Æ¥

∫q(«
ULNKLŽ jšË ÁU−ðô« w� sO²��UF²� sOðu� dOŁQð X×ð h�A�« lI¹
s� W¹œuLF�« f�ö²�« …u�Ë  ©h�A�« Ê“Ë®  WOÐ–U−�« …u�  ∫UL1⁄4Ë „d²A�

Æ w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� o³D1⁄2 Æh�A�« vKŽ bFBL�«
   x „ Ω ‚     

dH�Ω Ÿ—U�²�« ÊS� ÎUM�UÝ bFBL�« ÊuJ¹ U�bMŽ Æ±
dH� Ω   „ Ω  Ë ≠— 
sðuO1⁄2 µ∞∞  Ω Ë Ω —  

ÆdH�Ω Ÿ—U�²�« ÊS� t²ÐUŁ WŽd�Ð qHÝ_ Ë√ vKŽú� „d×²¹ U�bMŽ Æ≤
 sðuO1⁄2 µ∞∞ Ω Ë Ω — 

Æ≤ÀØÂ≤ Ω Ÿ—U�²Ð vKŽú� bFBL�« „d×²¹ U�bMŽ Æ≥
   x „ Ω ‚     

  „  Ω Ë ≠ — 
sðuO1⁄2∂∞∞ Ω— ¨ ≤ x µ∞ Ω µ∞∞≠ — 

≤ÀØÂ≤ Ω Ÿ—U�²Ð qHÝú� bFBL�« „d×²¹ U�bMŽ Æ¥
   x „ Ω ‚     

±∞∞ Ω≤ x µ∞ Ω  — ≠ Ë 
sðuO1⁄2 ¥∞∞ Ω±∞∞≠ µ∞∞ Ω ±∞∞ ≠ Ë Ω— 

Ë

—



≥¥≥µ

 ∫©¥® ‰U¦�
 ¥µ∞Ω U1⁄4—«bI� bý …uIÐË wI�_« sŽ Ú  ≥∑ W¹Ë«eÐ qOL¹ q³Š WÞUÝuÐ ÎU�ËbM� d−¹ q�UŽ qÐUIL�« qJA�« w�

rG� ±∞∞ t²K²� ÊQÐ ÎULKŽ ‚ËbMB�« Ÿ—U�ð V�Š« ÆsðuO1⁄2 ±∂∞ Ω „UJ²Šô« …u� X1⁄2U� «–S� ¨sðuO1⁄2

 ∫q(«
 ÆqJA�« w� UL� sOðb�UF²� sO²³�d� v�≈ q³×�« w� bA�« …u� qK×1⁄2

dH� Ω `D��« vKŽ W¹œuLF�« ÈuI�« WKB×�
dH� Ω’‚ 

  x „ Ω”‚ 
           x ±∞∞ Ω±∂∞ ≠ Ú  ≥∑ U²ł¥µ∞

           x ±∞∞ Ω±∂∞ ≠ ¥
µ   x¥µ∞

≤ÀØÂ ≤ Ω    ¨   x ±∞∞ Ω±∂∞≠≥∂∞

 ∫©µ® ‰U¦�
 `D�K� W¹“«u� …u� tOKŽ  dŁ√ ¨wI�_« sŽ Ú µ≥ U1⁄4—«bI� W¹Ë«eÐ qOL¹ `DÝ qHÝ√ Ÿu{u� rG� ≤ t²K²� r�ł

∫V�Š« ¨d²� ¥ `D��« ŸUHð—« ÊU� «–S� ¨sðuO1⁄2 ≥∞ UN²LO�
                                                  Æ`D��« vKŽ√ w� r�−�« WŽdÝ Æ≤   ÆW¹œuLF�« …uI�« Æ±

∫q(«
tOKŽ W¹œuLŽ Èdš_«Ë ¨`D�K� W¹“«u� UL1⁄4«bŠ≈ ¨sOðb�UF²� sO²³�d� v�≈ Ê“u�« qK×1⁄2

qzUL�« `D��« vKŽ ÍœuLF�« ÁU−ðôUÐ     „ Ω ‚   Æ±
dH�Ω Ú µ≥ U²ł Ë ≠ — 

sðuO1⁄2 ±≤ Ω ∞[∂ x ±∞x≤ Ω Ú µ≥ U²łË Ω  —  
     „ Ω W�d×�« ÁU−ðUÐ ‚   Æ≤
   „ Ω  Ú µ≥ UŠË ≠ ‚  

        „ Ω Ú µ≥ UŠË – ≥∞ 

≤ÀØÂ ∑ Ω ±¥
≤  Ω    ¨  ≤ Ω ∞,∏ x ≤∞ ≠ ≥∞ 

   d²� µΩ ·  ¨      ¥
·  Ω  ¥

µ  ¨  
`D��« ŸUHð—«

t�uÞ  Ω Ú µ≥ Uł 
 ·   ≤ ´ ≤

±Ÿ Ω≤
≤Ÿ ∫ W�d×�« Êu1⁄2U� s�

∑∞ Ω µ x ∑ x≤ ´ ∞   Ω       
ÀØÂ ∏,¥ Ω ≤Ÿ   

sðuO1⁄2 ≥
∞Ω‚

—

Ú µ≥

Ú µ≥ Uł
  Ë

Ú µ≥ U²ł
  Ë

 Ë

Ú µ≥

Â ¥·

Ú ≥∑
sðuO1⁄2 ¥µ∞

Ú  ≥∑ U²ł ¥µ∞

©—® W¹œuLF�« …uI�«

Ú  ≥∑ Uł ¥µ∞

 sðuO1⁄2 ±∂∞Ω Õ‚

Ë



≥¥≥µ

ÂUF�« »c'« Êu1⁄2U� ¥ ≠ ≥
sOL�ł Í√ Ê√ ÷d²�«Ë ¨uOKO�Uł  U�UA²�« s� Î«bOH²�� Â±∂∏∞ ÂUŽ w�«uŠ WOÐ–U−�« w� tMO1⁄2«u� sðuO1⁄2 ⁄U�
Íc�«Ë ÂUF�« »c−�« Êu1⁄2U� ⁄U�Ë ¨ÎUO³¹d−ð UNÐU�Š v�≈ q�uðË ¨»cł …uIÐ dšü« vKŽ ULNM� q� dŁR¹ ÊuJ�« w�

∫wK¹ U� vKŽ hM¹

UNÐ dŁR¹ w²�« WOÐ–U−�« …u� Ê√ YO×Ð »–U−ð Èu� sO¹œU� sOL�ł q� sOÐ błu¹ ∫sðuOM� ÂUF�« »c−�« Êu1⁄2U�
ÆULNMOÐ W�U�L�« lÐd� l� ÎUO�JŽË ¨sOL�−�« WK²� »d{ q�UŠ l� ÎU¹œdÞ VÝUM²ð dšü« vKŽ ULNM� q�

∫WO{U¹— WGOBÐ 

©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤„ X ±„
≤· x Ã Ω Ã‚

sOL�−�« sOÐ »–U−²�« …u� ∫Ã‚ YOŠ 
sOL�−�« q²� ∫≤„ ¨ ±„ 

sOL�−�« Íe�d� sOÐ W�U�L�« ∫· 
≤rG�Ø≤Â sðuO1⁄2 ±±≠±∞x ∂[∂∑  Ω ÂUF�« »c−�« XÐUŁ ∫Ã 

∫©∂® ‰U¦�
 W�U�L�«Ë ¨rG� ≤¥±∞x∂ ÍËU�ð ÷—_« WK²� Ê√ ÎULKŽ ÷—_«Ë rG�± t²K²� r�ł sOÐ »–U−²�« …u� V�Š«

ør� ∂¥∞∞ ÷—_« e�d� v�≈

∫q(«
≤„ X ±„

≤·   x Ã Ω  Ã‚

sðuO1⁄2 π,∑  Ω
≤¥±∞x∂ x±

≤© ∂±∞x∂[¥® x ±±≠±∞x ∂[∂∑ Ω Ã‚

Ær�−�« Ê“Ë ÍËU�ð …uI�« Ác1⁄4 Ê√ kŠô
  

‰«R?Ý  
Ê√ ÎULKŽ ÷—_«Ë dLI�« sOÐ W�œU³²L�« WOÐ–U−�« Èu� —«bI� V�Š«

Â ∏±∞ x ≥,∏ Ω÷—_« sŽ dLI�« bFÐ
rG� ≤≤±∞ x ∑,≥  Ω dLI�« WK²�
rG� ≤¥±∞ x ∂ Ω ÷—_« WK²�



≥∂

qBH�« WK3⁄4Ý√

∫wðQ¹ U� qKŽ ∫±”
ÆÂU�ú� WH¹c� oKDð U�bMŽ nK�K� l�bL�« …—uÝU� œ«bð—« Æ±

Æ¡UL�« w� eHI¹ Ê√ q³� vKŽú� eHI¹ rŁ …œb×� W�U�� ÕU³��« i�d¹ Æ≤
 X1⁄2U� «–S�ÆsAš wI�√ `DÝ vKŽ sOLO�« v�≈ r�ł WŽ—U�L� sðuO1⁄2 µ∞ U1⁄4—«bI� WOI�√ …u� X�b�²Ý« ∫≤” 

∫V�Š« rG�≤t²K²�ËÆsðuO1⁄2 ±∞ r�−�« vKŽ …dŁRL�« „UJ²Šô« …u�
  Ær�−�« Ÿ—U�ð Æ≥     ÆWKB×L�« …uI�« Æ≤   ÆW¹œuLF�« f�ö²�« …u� Æ± 

vKŽ Ÿu{u� r�ł vKŽ UOI�√ ‚ …uI�«  dŁ√ qÐUIL�« qJA�« w� ∫≥”
ÆqzU� `DÝ

Æ `D��« vKŽ W¹œuLF�« ‚ W³�d� błÆ±
øW¹œuLF�« f�ö²�« …u� qKI¹ Ë√ b¹e¹ …uI�« Ác1⁄4 œułË q1⁄4 Æ≤

Æ¡U�K� …dJÐ  ‰uŠ dL¹  jO�Ð ◊uÐd� sðuO1⁄2 ∑µ t1⁄2“Ë r�ł  qÐUIL�«  qJA�« w� ∫¥”
∫WOðü«  ôU×�« w� q³×�« w� bA�« bł

ÆW²ÐUŁ WŽd�Ð vKŽ_ „d×²¹ r�−�« Æ±
Æ≤ÀØÂ≤ Á—«bI� Ÿ—U�²Ð vKŽ_ „d×²¹ r�−�« Æ≤

Æ≤ÀØÂ≤ Á—«bI� Ÿ—U�²Ð qHÝ_ „d×²¹ r�−�« Æ≥

`DÝ vKŽ Ÿu{u� rG� ± t²K²� r�ł qÐUIL�« qJA�« w� ∫µ”
Èdš√ WK²� v�≈ ◊uÐd� ¨wI�_« sŽ Ú ≥∞ qOL¹ fK�√ qzU�
WHOHš …dJ³�« ÆfK�√ wI�√ `DÝ vKŽ WŽu{u� rG� ≥
¨W�d×�« ÁU−ð« œb×� sðuO1⁄2 µ Ω ‚ WLO� X1⁄2U� «–≈ Æ¡U�K�Ë

ÆjO��« w� bA�« V�Š« rŁ

rG� ≥ Ω ≤„ ¨ rG� ¥ Ω ±„ Ê√ XLKŽ «–≈ ¨ qÐUIL�« qJA�« w� ∫∂”
∫V�Š« ¡U�K�Ë WHOHš ÎUC¹√ …dJ³�«Ë ¨fK�√ qzUL�« `D��«Ë

ÆsOL�−�« s� q� Ÿ—U�ð ÁU−ð«Ë —«bI� Æ±
ÆjO��« w� bA�« —«bI� Æ≤

W�U�L�« XHŽUCð «–≈ ULNMOÐ »–U−²�« …u� `³Bð r� Æ sðuO1⁄2 ±∂ Ω sOL�ł sOÐ »–U−²�« …u� Ê√ ÷d²�« ∫∏”
øULN¹e�d� sOÐ

‚„

≤„‚

±„

Ú ≥∞



≥∑

 w� ‰Ëb�« f�UM²ðË ¨WOÝbMN�«  UIO³D²�«Ë UOłu�uMJ²�« w� WOzU¹eOH�« rO1⁄4UHL�« r1⁄4√ s� W�UD�«Ë qGA�« ÒbF¹
ÆWOłu�uMJ²�«Ë WOŽUMB�«  ôU−L�« W�U� w� UN�«b�²Ýô W�UD�« —œUB� sŽ Y×³�«

 UNðôu×ðË W�UD�« Ÿ«u1⁄2√ XÝ—œ b�Ë ÆWHK²�L�« UMðUłUO²Š«Ë UMðUOŠ V1⁄2«uł ŸuM²Ð UN�UJý√Ë W�UD�« —œUB� ŸuM²ð
 v�≈ qJý s� W�UD�«  ôu×ð ·UA²�ô …dL²�� WOKLŽ ô≈ u1⁄4 U� UOłu�uMJ²�« a¹—Uð Ê√ X�dŽË WIÐUÝ ·uH� w�
 ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4 øqGA�« ÂuNHLÐ UN²�öŽ U�Ë øW�UD�« UL�  ¨wM1⁄4– Ë√ w1⁄2UL�ł bNł ‰cÐ wMF¹ …UO×�« w� qGA�«ËÆdš¬

∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë
 Æ…—bI�«Ë W�UD�«Ë qGA�« s� q� ÂuNH� ·dF²ð 

        ÆÎUO{U¹— W²ÐUŁ …u� qGý V�×ð 
Æ Î«—«bI� …dOG²� …u� qGý »U�×�WŠ«“ù« – …uI�« vM×M� Âb�²�ð 

 Æ iÐU1⁄2 w� Êe²�L�« qGA�« V�×ð 
Æt²�dŠ W�UÞ w�dOG²�«Ë r�ł vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« sOÐ W�öF�« Z²M²�ð 
 ÆtF{Ë W�UÞ w�dOG²�«Ë r�ł vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« sOÐ W�öF�« Z²M²�ð 

Æ W�UD�«Ë qGA�« W¹dE1⁄2 ·dF²ð 
 Æ„d³1⁄2e�« w� W1⁄2e²�L�« WO1⁄2ËdL�« l{u�« W�UÞ V�×ð 

 ÆWOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« kHŠ Êu1⁄2U� ·dF²ð 
                        ÆWE�U×L�« dOž …uI�«Ë WE�U×L�« …uI�« w�uNH� sOÐ Ê—UIð 

 ÆW�UD�« kHŠ Êu1⁄2U� vKŽ W¹œbŽ qzU�� q×ð 
                                     

                     
       

                             

Work and Energy∫ W�UD�«Ë qGA�« ¥



≥∏≥π

qGA�« ± ≠¥
ÁUMFLÐ qGA�« Z²M¹Ë ¨ÎU�ULð tF� oÐUD²¹ ô tMJ�Ë ¨t� w�uO�« vMFL�« t³A¹ qGAK� n�Ë vKŽ ÊuOzU¹eOH�« oHð«
t−²L� wDIM�« »dC�« q�UŠ tÒ1⁄2QÐ qGA�« ·dF¹ «c� ¨WMOF� W�U�� t²Š«“≈Ë U� r�ł vKŽ …u� dOŁQð bMŽ wzU¹eOH�«

Æ…uI�« dOŁQð X×ð r�−�« UN�d×ð w²�«WŠ«“ù« t−²� w� W³³�L�« …uI�«
© ‚ ® W²ÐUŁ …u� dOŁQð X×ð © · ®WŠ«“≈ rOI²�� jš vKŽ „d×²¹ wDI1⁄2 r�ł vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« ÊS� ÎUO{U¹—

∫W�öF�UÐ vDF¹
©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ θ U²ł ·  ‚  Ω ‚ Æ ‚ Ω ⁄‘ 

∫YOŠ
      Ær�−�« vKŽ …dŁRL�« …uI�« —«bI� ∫ ‚      

Æ…uI�« dOŁQð X×ð r�−�« UN�d×ð w²�« WŠ«“ù« —«bI� ∫ ·
ÆWŠ«“ù«Ë …uI�« sOÐ W¹Ë«e�«∫ θ

ÆWŠ«“ù«Ë …uI�« sOÐ W¹Ë«e�« V�Š Î«dH� Ë√ ÎU³�UÝ Ë√ ÎU³łu� qGA�« ÊuJ¹ b�Ë
Æ «bŠuK� wL�UF�« ÂUEM�« w� ‰u−�« …bŠuÐ qGA�« ”UI¹Ë 

ÆUN1⁄4U−ðUÐ Â ± U1⁄4—«bI�WŠ«“≈ r�ł p¹d×ð w� sðuO1⁄2 ± U1⁄4—«bI� …u� t�c³ð Íc�« qGA�« u1⁄4 ∫‰u−�«

∫©±® ‰U¦�
ÆUN1⁄4U−ðUÐ Â≤∞ U1⁄4—«bI� WOI�√ W�U�� t�d×ðË ¨U� r�ł vKŽ sðuO1⁄2 ¥∞ U1⁄4—«bI� …u� t�c³ð Íc�« qGA�« V�Š«

∫q(«
 θU²ł ·  ‚ Ω ⁄‘ 

‰uł ∏∞ ∞Ω dH� U²ł x ≤∞ x ¥∞ Ω    

‰«R?Ý  
w� UL� —«bIL�« w� W¹ËU�²� Èu� W�Lš dOŁQð X×ð lI¹ wDI1⁄2  r�ł

ÆqJA�«
ÁU−ðUÐ Â≤ W�U�� r�−�« lD� «–≈ …u� q� s� ‰Ëc³L�«  qGA�« V�Š«

ÆsO²�U×�« w� ‰Ëc³L�« wKJ�« qGA�« V�Š« rŁ¨WKB×L�« ¨‚dA�«

∫©≤® ‰U¦�
¨d²� ∂ t�uÞ fK�√ qzU� `DÝ vKŽ ¨ sðuO1⁄2 µ∞∞ U1⁄4—«bI� …uIÐ vKŽ√ v�≈ t³×�¹ q³×Ð rG� µ∞ t²K²� r�ł jÐ—

ÆÁöŽ√ v�≈ `D��« qHÝ√ s� r�−�« „d×ð «–S� ÆqJA�« w� UL� ¨wI�_« sŽ Ú ≥∑ U1⁄4—«bI� W¹Ë«eÐ qOL¹Ë

‚

·θ

‰Ëc³L�« qGA�« ∫©±®qJA�«
W²ÐUŁ …u� s�

sðuO1⁄2 µ

sðuO1⁄2 µsðuO1⁄2 µ

sðuO1⁄2 µ

sðuO1⁄2 µ

Ú ∂∞Ú ¥µ

Ú π∞



≥∏≥π

ÆrÝd�UÐ UNM� q� ÁU−ð« œbŠ ør�−�« «c1⁄4 vKŽ …dŁRL�« ÈuI�« U� Æ±
ÆÈuI�« Ác1⁄4 s� q� qGý V�Š« Æ≤

Ær�−�« vKŽ ‰Ëc³L�« wKJ�« qGA�« V�Š« Æ≥

∫q(«
…u�Ë ¨r�−�« Ê“Ë ∫w1⁄4 ¨Èu� ÀöŁ r�−�«  vKŽ dŁRð Æ±

ÆqJA�« dE1⁄2«ÆW¹œuLF�« f�ö²�« …u�Ë ¨V×��«
≥∞∞∞ Ω ± x ∂ x µ∞∞ Ω dH� U²ł  ·  ‚  Ω ‚ …uI�« qGý Æ≤

‰uł
dH�  Ω π∞ U²ł · — ΩW¹œuLF�« f�ö²�« qGý

‰uł±∏∞∞≠ Ω ©∞,∂≠® x ∂ x µ∞∞ Ω © θ ´π∞® U²ł · Ë  ΩÊ“u�« qGý 
ÆÁbŠ vKŽ …u� q� t�c³ð Íc�« qGAK� Íd³−�« ŸuL−L�« Ω wKJ�« qGA�« Æ≥

Æ‰uł ±≤∞∞ Ω  ±∏∞∞ ≠ ∞ ´ ≥∞∞∞ Ω     

∫WO{—_« WOÐ–U'« qGý
∫WOðü« W�öF�UÐ vDF¹ ÎöGý tOKŽ ‰c³ð WOÐ–U−�« …u� ÊS� ¨WO{—_« WOÐ–U−�« ‰U−� w� r�ł „d×ð «–«

θ U²ł ·  Ë  Ω · Æ Ë Ω ⁄‘ 
∫wðQ¹ U� w� UNÝ—b1⁄2  ôUŠ ÀöŁ „UM1⁄4Ë

WŠ«“ù« sOÐ W¹Ë«e�« ÊuJðË ¨WOÐ–U−�« …u� ÁU−ðUÐ ÊuJð r�−�«WŠ«“≈ ÊS� qHÝ√ v�≈ ÎUOÝ√— r�−�« jIÝ «–≈ Æ√
ÆÎ«dH� ÍËU�ð Ê“u�«Ë

· ?ł „ Ω ∞ U²ł ·  Ë  Ω qGA�« 
sOÐ W¹Ë«e�« ÊuJðË ¨WOÐ–U−�« …u� ÁU−ð« fJFÐ ÊuJð r�−�« WŠ«“≈ ÊS� vKŽ√ v�≈ ÎUOÝ√— r�−�« ·c� «–≈ Æ»

Æ Ú ±∏∞ ÍËU�ð Ê“u�«Ë WŠ«“ù«
· ?ł „ ≠  Ω Ú ±∏∞ U²ł ·  Ë  Ω qGA�« 

sOÐ W¹Ë«e�« ÊuJðË ¨WO{—_« WOÐ–U−�« …u� vKŽ W¹œuLŽ ÊuJð r�−�« WŠ«“≈ ÊS� ÎUOI�√ r�−�« „d×ð «–≈ Æ?ł
Æ Ú π∞ ÍËU�ð Ê“u�«Ë WŠ«“ù«

∞ Ω Ú π∞ U²ł · Ë  Ω qGA�« 
v�≈ —U�L�« rO�Ið sJL¹ t1⁄2S� qzU� `DÝ vKŽ r�ł „d×ð «–≈ ∫WEŠö�
WO{—_« WOÐ–U−�« qGý ÊuJ¹Ë ¨©≤®qJA�« w� UL� WOÝ√—Ë WOI�√ lD�

ÆÎ«dH� ÍËU�¹ WOI�_«  UŠ«“ù« w�√

»

vKŽ r�−�« W�dŠ ∫©≤® qJA�«
qzU� `DÝ

Â∂

θ
θ

θ U²ł Ë

θ Uł Ë

Ë

‚
W¹œuLF�« f�ö²�« …u�

∫Ê√ kŠô
θ Uł ≠Ω © θ ´π∞® U²ł



¥∞¥±

‰«R?Ý  
∫rG� µ t²K²� r�ł l�d� WOÐ–U−�« b{ ‰Ëc³L�« qGA�« V�Š«  

ÆvKŽ_ ÎUOÝ√— Â≥ U1⁄4—«bI� W�U��  
ÆwI�_« sŽ Ú  µ≥ W¹Ë«eÐ qOL¹Ë Âµ t�uÞ fK�√ qzU� `DÝ vKŽ 

øWOzUNM�« W�U×�«Ë WOz«b²Ðô« W�U×�« sOÐ —U�L�UÐ qGA�« dŁQ²¹ q1⁄4
 `{Ëø…œb×�  WOÝ√—  W�U��  tF�d�  r�−�«  vKŽ  ‰Ëc³L�«  qGA�«  —«bI�  vKŽ  `D��«  qO�  W¹Ë«“  dŁRð  q1⁄4

p²ÐUł≈

…dOG²� …u� s� ‰Ëc³*« qGA�« ≤ ≠  ¥
 wDI1⁄2 r�ł vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« Êü« v²Š XÝ—œ
 —«bIL�«  W²ÐUŁ  Èu�  dOŁQð  bMŽ  rOI²��  jš  vKŽ  „d×²�
 »U�×�Ë  ÆtÐU�×�  WO{U¹—  WGO�  v�≈  UMK�uðË  ¨tOKŽ

ÆwðQ¹ ULÐ ÂuI1⁄2 r�ł vKŽ …dOG²� …u� t�c³ð Íc�« qGA�«
 w�  UL� ÎUO1⁄2UOÐ  WŠ«“ù«Ë …uI�«  sOÐ  W�öF�«  q¦L1⁄2 Æ±

Æ©≥®qJA�«
 …dOG�   öOD²��  v�≈  WŠU�L�«  Ác1⁄4  r�I1⁄2 Æ≤

ÆW²ÐUŁ UNM� WŠU�� q� ‰öš ©‚® —U³²Ž« sJL¹ YO×Ð  ¨©‚® UN�uÞË ¨©·∆®  UNM� q� ÷dŽ Î̈«bł
©≥®qJA�UÐ W×{uL�«Ë WKKEL�«  UŠU�L�« ŸuL−� ÎU¹œbŽ ÍËU�¹Ë ¨·  ∆ ‚ Σ Ω wKJ�« qGA�«

Æ WŠ«“ù«Ë …uI�« vM×M� sOÐ …—uB×L�« WŠU�L�« Ω …dOG²� …u� s� ‰Ëc³L�« qGA�«

 ∫©≥® ‰U¦�
 …u� dOŁQð X×ð fK�√ wI�√ `DÝ vKŽ rOI²�� j�Ð r�ł „d×²¹
 —«bI�  V�Š«Æ—ËU−L�«  vM×ML�«  w�  UL�  r�−�«  l�u�  l�  dOG²ð

ÆÂ ∏ v�≈ dH� s� r�−�« p¹d×ð w� …uI�« t�c³ð Íc�« qGA�«

∫q(«
 vM×ML�« X×ð WŠU�L�« ÎU¹œbŽ ÍËU�¹ qGA�«

 ·d×ML�« t³ý WŠU�� ´  qOD²�L�« WŠU�� ´ ·d×ML�« t³ý WŠU�� ´ qOD²�L�« WŠU��  Ω      
≤ x © µ´±∞ ® ±

≤   ´ ≤x±∞ ´ ≤ x © ≤∞ ´ ±∞ ® ±
≤  ´ ≤ x≤∞ Ω qGA�«

Æ‰uł ±∞µ Ω ±µ´ ≤∞ ´ ≥∞ ´ ¥∞ Ω       

©sðuO1⁄2® ‚

≤ ¥ ∂ ∏∞

µ
±∞
±µ
≤∞

±

≥
¥

≤
©Â® ·

∞

≤·
·∆ 

±·

≤‚
±‚

‚

·

…dOG²� …u� s� ‰Ëc³L�« qGA�« ∫©≥®qJA�«



¥∞¥±

∫iÐU1⁄2 vKŽ ‰Ëc³*« qGA�«
Æ tO� WŁœU×�« W�UD²Ýô«Ë iÐU1⁄2 w� …dŁRL�« …uI�« sOÐ WOD��« W�öF�« ©¥® qJA�« `{u¹

∫YOŠ ¨  ” x √ Ω ‚
ÆiÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ vL�¹ ∫ √

iÐUM�« w� …dŁRL�« …uI�« ∫‚
ÆiÐUMK� WŁœU×�« W�UD²Ýô« ∫ ”

vM×M� sOÐ …—uB×L�« WŠU�L�« ΩiÐUM�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�«
∫qJA�« W¦K¦� w1⁄4Ë ¨WŠ«“ù«Ë …uI�«

‚ ” ±
≤  Ω ŸUHð—ô« x …bŽUI�« x ±

≤ Ω qGA�«

 ©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤” √ ±
≤  Ω ” √ x ” ±

≤ Ω  
                             

‰«R?Ý  

fHM� r�−�« vKŽ iÐUM�« t�c³¹ Íc�« qGA�« —«bI� U� ¨ ≤” √ ±
≤ Ω iÐUM�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« ÊU� «–≈

øW�UD²Ýô«

∫©¥®‰U¦�
ø d²�∞,µ —«bILÐ ‰UD²Ý« t1⁄2√ XLKŽ «–≈ ÂØsðuO1⁄2≤∞∞ t²1⁄2Ëd� q�UF� iÐU1⁄2 vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« V�Š«

∫q(«

‰uł≤µ Ω∞,≤µ x ≤∞∞x ±
≤   Ω ≤” √ ±

≤ Ω qGA�«  

WO�d(« W�UD�« ≥ ≠  ¥
w²�« …d�bL�«  —UŁü« “UHK²�« WýUý vKŽ s�  b1⁄4Uý  pKF�
bÐ ôË  ¨r�UF�« s� …dO¦�  oÞUM� w�  dO�UŽ_«Ë  ÕU¹d�« UNHK�ð
WOL� pK²Lð W�d×²L�« ÁUOL�«Ë ÕU¹d�« Ác1⁄4 Ê√ p�– s� Z²M²�ð p1⁄2√
sJ¹ r� «–≈ UNKL�QÐ WOMJÝ  UFL−� dO�b²� wHJð W�UD�« s� …dO³�
t1⁄2S� UNO� rJ×²�« s� ÊU�1⁄2ù« sJLð «–≈ U�√ ¨UNO� rJ×²�« WŽUD²ÝôUÐ

sOŠ«uÞ …—«œ≈ q¦� ¨Èdš√ ‰ULŽ√ cOHMð Ë√  UMOÐ—uð p¹d×ð o¹dÞ sŽ Îö¦� ¡UÐdNJ�« ÃU²1⁄2≈ w� UN�öG²Ý« sJL¹
ÆU1⁄4dOžË ¡«uN�«

©‚® …uI�«

©”® t�UD²Ýô«

iÐU1⁄2 vKŽ …dŁRL�« …uI�« ∫©¥® qJA�«



¥≤¥≥

W�UD�« UN²�dŠ V³�Ð ÂU�ł_« UNJK²Lð w²�« W�UD�« s� qJA�« «c1⁄4 vL�¹
Ê√ p�cÐ lOD²�¹Ë ¨WO�dŠ W�UÞ pK²L¹ „d×²¹ r�ł Í√ ÊQ� tOKŽË ¨WO�d×�«

ÆWO�d×�« t²�UÞ W−O²1⁄2 ÎöGý e−M¹
 r�−�« WK²�∫„ ∫YOŠ  ≤Ÿ „ ±

≤  Ω ©Õ◊® r�−�« W�dŠ W�UÞ 
r�−�« WŽdÝ ∫Ÿ

∫©¥® ‰U¦�
lHðdð w²�« » WDIM�UÐ dL� ÀØ Â≤∞ U1⁄4—«bI� WŽd�Ð ©√® WDIM�« s� vKŽ√ v�≈ ÎUOÝ√— rG�≤ t²K²� r�ł ·c�

∫s� Îö� V�Š«Æ √ sŽ Â±µ
Æ©»® WDIM�« bMŽ r�−�« WŽdÝ Æ±
Æ©»® WDIM�« w� WO�d×�« t²�UÞ Æ≤

∫q(«
·  ≤ ´ ≤

√Ÿ Ω ≤
» Ÿ Æ±

±∞∞ Ω ±µ x ±∞ x≤ ≠ ¥∞∞ Ω    
ÀØÂ±∞ Ω » Ÿ  

≤
» Ÿ „ ±

≤  Ω» Õ◊ Æ≤

±∞∞ x ≤ x ±
≤  Ω      

‰uł±∞∞ Ω    

W�d×�« sO1⁄2«u�Ë ¨w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� o³D1⁄2 WO�d×�« t²�UÞË r�−�« t�c³¹ Íc�« qGA�« sOÐ W�öF�« œU−¹ùË
ÆÁU−ðô«Ë —«bIL�« t²ÐUŁ …u� dOŁQð X×ð · U1⁄4—«bI� W�U�� lDI¹ U�bMŽ ≤Ÿ v�≈ ±Ÿ s� t²ŽdÝ dOG²ð r�ł vKŽ

·  ≤´ ≤©±Ÿ® Ω ≤©≤Ÿ®
‚
„ Ω   ¨   „ Ω ‚

·
‚
„  ≤´ ≤©±Ÿ® Ω ≤©≤Ÿ®

±Õ◊≠≤Õ◊ Ω ≤
±Ÿ „ ±

≤ ≠ ≤
≤Ÿ „ ±

≤ Ω· ‚

©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ Õ◊ ∆ Ω‘
∫wðQ¹ U� vKŽ hMð w²�« W�UD�«Ë qGA�« W¹dE1⁄2 v�≈ UMK�u¹ «c1⁄4Ë

ÆWO�d×�« t²�UÞ w� dOG²�« ÍËU�¹ U� r�ł vKŽ ‰c³¹ Íc�« qGA�« ŸuL−�

w²�« W�UD�«  w1⁄4  ∫W�d×�« W�UÞ
”UIðË t²�dŠ V³�Ð r�−�« UNJK²L¹

Æ‰u−�« …bŠuÐ

√

»



¥≤¥≥

∫©µ®‰U¦�
XCH�1⁄2U� q�«dH�« vKŽ ozU��« jG{ Æ WŽUÝØr� ≥∂ U1⁄4—«bI� W²ÐUŁ tŽd�Ð „d×²ð rG� ±∞∞∞ UN²K²� …—UOÝ

∫V�Š«ÆWŽUÝØr� ±∏ v�≈ UN²ŽdÝ
Æq�«dH�« vKŽ ozU��« jG{ WE×� …—UO�K� WO�d×�« W�UD�« Æ±

Æq�«dH�« vKŽ jGC�« bFÐ …—UO�K� WO�d×�« W�UD�« Æ≤
Æ…—UO�K� WO�d×�« W�UD�« w� dOG²�« Æ≥

Æq�«dH�« vKŽ jGC�« ¡UMŁ« …—UO��« vKŽ ‰cÐ Íc�« qGA�« Æ¥

∫q(«

‰uł µ∞∞∞∞ Ω≤© ±∞∞∞ x≥∂
∂∞ x ∂∞ ® x ±∞∞∞ x ±

≤  Ω ± Õ◊ Æ±

‰uł ±≤µ∞∞  Ω≤© ±∞∞∞ x±∏
∂∞ x ∂∞ ® x ±∞∞∞ x ±

≤   Ω ≤ Õ◊ Æ≤
‰uł ≥∑µ∞∞ ≠ Ω  µ∞∞∞∞ – ±≤µ∞∞ Ω Õ◊ ∆ Æ≥

‰uł ≥∑µ∞∞ ≠ Ω Õ◊ ∆ Ω qGA�« Æ¥
Æ W¹—«dŠ W�UÞ v�≈ ‰u×ð r�−�« W�dŠ W�UÞ w� hIM�« 

l{u�« W�UÞ ¥ ≠  ¥  
l{u�« W�UÞ n¹dFð UMMJL¹Ë ¨l{u�« W�UÞ vL�ð tO� W1⁄2e�L�« W�UD�« ‰UJý√ s� dš¬ ÎöJý r�−�« pK²L¹ b�
ÂU�ł_ W³�M�UÐ tF�u� vKŽ Ë√ ¨iFÐ s� UNCFÐ tðU3⁄4¹eł l�u� vKŽ Î«œUL²Ž« U� qGý “U−1⁄2≈ vKŽ r�−�« …—b� UN1⁄2QÐ
¨iÐUM�« ‰uÞ w� W�UD²Ý« Àb×1⁄2 UM1⁄2S� ¨iÐUMÐ WÞuÐd� WK²� V×�1⁄2 U�bMŽ Îö¦L� ÆWO{—_« …dJ�« q¦� Èdš√
„d×²²Ý UN1⁄2S� ¨ WK²J�« UM�dð U� «–S� ¨iÐUM�« w� W1⁄2e�� l{Ë W�UÞ v�≈ iÐUM�« vKŽ ‰cÐ Íc�« qGA�« ‰u×²¹Ë

Íc�«Ë W�UD�« s� qJA�« «c1⁄4 vL�¹Ë ÆWK²JK� WO�dŠ W�UÞ v�≈ l{u�« W�UÞ ‰u×²ðË
ÆWO1⁄2ËdL�« l{u�« W�UÞ iFÐ s� UNCFÐ iÐUM�«  U3⁄4¹eł l�u� w� dOGð sŽ Z²M¹

 WOÐ–U−�« b{ ÎöGý  tF�d� ‰c³1⁄2 UM1⁄2S� ¨÷—_« `DÝ ‚u� Î«d−Š l�d1⁄2 U�bMŽ
`DÝ v�≈ W³�M�UÐ tF�u� V³�Ð l{Ë W�UÞ qJý vKŽ qGA�« «c1⁄4 Êe�²¹Ë ¨WO{—_«
»cł W−O²1⁄2 ÷—_« `DÝ u×1⁄2 jI�OÝ t1⁄2S� ¨jI�¹ d−×�« UM�dð U� «–≈Ë ¨÷—_«
…œUH²Ýô« sJL¹ WO�dŠ W�UÞ v�≈ d−×�« w� W1⁄2e�L�« l{u�« W�UÞ ‰u×²ðË ¨t� ÷—_«
l�u� w� dOGð sŽ Z²M¹ Íc�«Ë W�UD�« s� qJA�« «c1⁄4 vL�¹Ë ¨U� ÌqGý “U−1⁄2« w� UNM�

ÆwÐc−�« l{u�« W�UÞ ÷—ú� W³�M�UÐ r�−�«
w²�« W�UD�« w1⁄4∫ l{u�« W�UÞ
Ë√ tF{Ë V³�Ð  r�−�« UNJK²L¹

Æ tKJý w� q�U×�« dOG²�«



¥¥¥µ

∫l{u�« W�UÞ »U�Š
jGC1⁄2« Ë√ ‰UD²Ý« iÐU1⁄2 vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« Ê√ ÎUIÐUÝ pF� d�

∫WOðü« W�öF�UÐ vDF¹ ©”® W�U��

l{u�« W�UÞ Ê√ YOŠË ÆiÐUM�« XÐUŁ √ YOŠ ¨≤”√ ±
≤ Ω ‘

W1⁄2e�L�« l{u�« W�UÞ ÊS� ¨tOKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« ÍËU�ð iÐUM�« w�
∫WOðü« W�öF�UÐ vDFð iÐUM�« w�

©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ≤”√ ±
≤ Ω‘ ΩË◊

UN²¹UN1⁄2 qBð iÐUM�« w� l{u�« W�UÞ Ê√ W�öF�« Ác1⁄4 s� kŠö¹Ë
d³�√ tÞUGC1⁄2« —«bI� Ë√ iÐUM�« W�UD²Ý« —«bI� ÊuJð U�bMŽ vLEF�«
WDI1⁄2 w� Í√ ¨dH� Ω ” ÊuJð U�bMŽ Î«dH� ÊuJð ULMOÐ ¨sJL¹ U�

ÆÊ«eðô«

∫©∂®‰U¦�
∫V�Š« ÆÂ ∞[µ U1⁄4—«bI� W�U�� ‰UD²ÝU� iÐU1⁄2 vKŽ …u�  dŁ√

ÆiÐUM�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« Æ±
ÆtO� W1⁄2e²�L�« l{u�« W�UÞ Æ≤

ÆÂØsðuO1⁄2 ∑µ∞ iÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ ÊQÐ ULKŽ

∫q(«
≤”x √ x ±

≤  Ω qGA�«  

≤ © ±
≤  ® x ∑µ∞ x ±

≤ Ω         
‰uł π≥[∑µ Ω         

‰uł π≥[∑µ Ω ‰Ëc³L�« qGA�« ΩË◊  

¨©·® U1⁄4—«bI� W�U�� vKŽ√ v�≈ ÎUOÝ√— ÷—_« `DÝ s� r�ł l�— bMŽ
∫WOðü« W�öF�UÐ vDF¹ ÎöGý tF�d� ‰c³1⁄2 UM1⁄2S�

 ÆWO{—_«WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð ?łË¨r�−�«WK²� „YOŠ ¨·?ł„Ω·‚Ω‘
∫WOðü« W�öF�UÐ vDFð r�−�« w� X1⁄2eš w²�« l{u�« W�UÞ ÊS� tOKŽË

©µ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ · ?ł „ Ω ‘ ΩË◊÷—_« `DÝ

· ∆ 

r�−� l{u�« W�UÞ ∫©∂® qJA�«
ÆWO{—_« WOÐ–U−�« ‰U−� w�

dH�

Ê«eðù«

”

dH�
”
‚

”

” Ω W�UD²Ý«

iÐUM�« w� l{u�« W�UÞ ∫©µ® qJA�«
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∫©∑®‰U¦�
ÆWO1⁄2UŁ œuF¹ Ê√ q³� ÷—_« `DÝ sŽ Â ≤∞ ŸUHð—« v�≈ q�u� ¨ vKŽ√ v�≈ UOÝ√— rG� µ t²K²� r�ł ·c�

Æ÷—ú� W³�M�UÐ t� ŸUHð—« vB�√ bMŽ r�−�« l{Ë W�UÞ V�Š«

∫q(«
‰uł ±∞∞∞ Ω ≤∞ x ±∞ x µ Ω ·  ?ł „ Ω Ë ◊

∫YOŠ ÷—_« `D�� W³�M�UÐ r�−�« l{Ë W�UÞ w� dOG²�« q¦L¹ «c1⁄4Ë
ÆdH� Ω ±Ë◊ 

WOJO1⁄2UJO*« W�UD�« kHŠ µ ≠  ¥

Ê√ ÎUC¹√ sJL¹Ë ¨t²�dŠ V³�Ð WO�dŠ W�UÞ pK²L¹ r�−�« Ê√ ÎUIÐUÝ X�dŽ
tF�u� V³�Ð Ë√ ¨iFÐ s� UNCFÐ tðU3⁄4¹eł l�u� V³�Ð l{Ë W�UÞ pK²L¹
s� sOKJA�« s¹c1⁄4 ŸuL−� vL�¹Ë ¨÷—_« q¦� ¨Èdš√ ÂU�ł_ W³�M�UÐ

∫Ê√ Í√¨WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« W�UD�«

Æl{u�« W�UÞ ´ W�d×�« W�UÞ Ω WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�«
©∂®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ Õ◊ ´ Ë◊ Ω Â◊

Èu� dOŁQð  X×ð „d×²¹ r�−� WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« —«bI� Ê√ błË b�Ë
W�UD�« s� q� —«bI� Ê√ wMF¹ ô «c1⁄4Ë ¨WE×� Í√ w� W²ÐUŁ WOL� WE�U×�
UNKÐUI¹ r�−�« l{Ë W�UÞ w� …œU¹“ Í√ ÒÊ≈ qÐ WE×� Í√ w� XÐUŁ WO�d×�«

ÆW²ÐUŁ WOJO1⁄2UJOL�« t²�UÞ vI³²� `O×� fJF�«Ë t²�dŠ W�UÞ w� hI1⁄2
Ê√  kŠö1⁄2 ©∑® qJA�« w� `{uL�« jO�³�« ‰ËbM³�« W�dŠ UMF³²ð uK�
Æ©√® WDIM�« bMŽ t� ŸUHð—« vB�√ bMŽ vLEŽ l{Ë W�UÞ pK²L¹ r�−�«
r�−�« W�UÞ œ«œeðË h�UM²ð l{u�« W�UÞ ÊS� »cÐc²¹ r�−�« „dð bMŽË
bMŽ Ê«eðô« l{Ë w� r�−�« ÊuJ¹ U�bMŽ vLEF�« UN²LO� qB²� WO�d×�«
WLO� W�d×�« W�UÞË l{u�« W�UÞ ŸuL−� ÊS� WE×� Í√ w�Ë Æ©Ã® WDIM�«

ÆULNM� Í_ vLEF�« WLOI�« ÍËU�ð W²ÐUŁ

©∑®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ XÐUŁ —«bI� Ω ≤ Õ◊ ´ ≤ Ë◊ Ω ± Õ◊ ´ ±Ë◊

bL²F¹ ô w²�« …uI�« w1⁄4∫ WE�U×L�«  …uI�«
w²DI1⁄2 sOÐ —U�L�« vKŽ t�c³ð Íc�« qGA�«
Ác1⁄4 qGý Ê√ Í√ ªW�d×K� W¹UNM�«Ë W¹«b³�«
Î«dH� ÍËU�¹ oKG� —U�� ‰uÞ vKŽ …uI�«

ÆiÐUM�« …u�Ë WOÐ–U−�« …u� q¦�

Âθ

» √

‰

Ã

WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« kHŠ : ©∑®qJA�«



¥∂¥∑

„UJ²Šô« r¹bŽ
„

Ÿ

√

∫©∏® ‰U¦�
Èdš√ WKð bFB¹ rŁ ¨Â ±∞∞ UNŽUHð—« WKð WL� s� rG� ∏ t²K²� r�ł o�eM¹
WL� v�≈ qB¹ U�bMŽ Z�e²L�« WŽdÝ U� ÆqJA�« w� UL�¨ Â ¥∞ UNŽUHð—«

Æ„UJ²Šô« ‰UL1⁄4SÐ øWO1⁄2U¦�« WK²�«

∫q(«
» Õ◊ ´ » Ë◊ Ω √ Õ◊ ´ √Ë◊ 

≤
»Ÿ „ ±

≤  ´ »· ?ł „ Ω ≤
√ Ÿ „ ±

≤  ´ √· ?ł „ 

 ≤
»Ÿ x ∏ x ±

≤  ´ ¥∞ x ±∞ x ∏ Ω ∞ x ∏ x ±
≤  ´ ±∞∞ x ±∞ x ∏  

ÆÀØÂ ≥¥,∂  Ω »Ÿ 

 
∫©π® ‰U¦�

X�bD�« ÀØÂ±∞ U1⁄4—«bI� t²ÐUŁ WŽd�Ð „UJ²Šô« r¹bŽ wI�√ `DÝ vKŽ „d×²ð rG�∞[¥ U1⁄4—«bI� WK²�
UNDGCM¹ W�U�� vB�√ —«bI� bł ÆqJA�« w� UL� U� W�U�� t²DGC� ÂØsðuO1⁄2±∞∞∞ t� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ iÐUMÐ

Æ iÐUM�«

∫q(«
ÂœUB²�« bFÐ Â◊ Ω ÂœUB²�« q³� Â◊ 

 ≤ Õ◊ ´ ≤Ë◊ Ω ±Õ◊ ´ ±Ë◊ 

∞ ´ ≤” √ ±
≤ Ω ≤Ÿ „ ±

≤ ´∞ 
   

 d²� ∞,≤ Ω  
∞,¥

±∞∞∞  ±∞ Ω
  „

√   Ÿ Ω” 

∫WE�U×� dOž …u� sŽ "UM�« qGA�«
vI³ð s� r�−K� WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« ÊS� U� r�ł vKŽ ¡«uN�« W�ËUI� Ë√ „UJ²Šô« …u� q¦� qGý …u� ‰c³ð U�bMŽ
ÊS�  ÎU³�UÝ …uI�« qGý ÊU� «–« U�√ Æ…uI�« qGý —«bILÐ œ«œeð WOJO1⁄2UJOL�« t²�UÞ ÊU� ÎU³łu� …uI�« qGý ÊU� «–S� Æ W²ÐUŁ

ÆWE�U×L�« dOž ÈuI�« W�U×�« Ác1⁄4 w� ÈuI�« vL�ðËÆqGA�« «c1⁄4 —«bILÐ W�UÞ d��¹ r�−�«
©∏®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ⁄‘ ΣΩ Â◊∆

∫Ê√ Í√ ¨WE�U×L�« dOž ÈuI�« sŽ ZðUM�« qGA�« ŸuL−� ∫ ⁄‘ Σ YOŠ
 ⁄‘ Σ Ω ©±Ë◊ ´ ±Õ◊®

 
≠ ©≤Ë◊ ´ ≤Õ◊® 

√

Â±∞∞

Â¥∞

»

w²�«  …uI�« w1⁄4 ∫WE�U×L�« dOž  ÁuI�«
sO²DI1⁄2 sOÐ UNM� ‰Ëc³L�«  qGA�« bL²F¹
vKŽ UNKGý ÊuJ¹ Í√ ª—U�L�« vKŽ
…u� q¦� Î̈«dH� ÍËU�¹ ô oKG� —U��

Æ „UJ²Šô«



¥∂¥∑

©±Ÿ® t²ŽdÝË ©„®t²K²�r�łvKŽWOł—Uš…u�dŁRð U�bMŽ
w� UL� ©·® W�U�� `D��« vKŽ√ tF�b²� sAš qzU� `DÝ vKŽ
ÍËU�¹ r�−K� WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« w� dOG²�« ÊS� ¨©∏® qJA�«

ÆWE�U×L�« dOž ÈuI�« t�c³ð Íc�« qGA�« ŸuL−�

⁄‘ ΣΩ ©±Ë◊ ´ ±Õ◊® ≠ ©≤Ë◊ ´ ≤Õ◊®

· Õ‚  ≠ · Œ‚ Ω ©∞ ´ ≤ Ÿ „ ±
≤ ® ≠ ©‰ ?ł „ ´ ∞®

Æ„UJ²Šô« …u� qGý ∫· Õ‚ ≠ ¨WOł—U��« …uI�« qGý  ∫· Œ‚ YOŠ

· Õ‚ ´  ≤
 Ÿ „ ±

≤   ≠ ‰ ?ł „  Ω · Œ‚ 

„UJ²Šô« …u� qGý ´Ë◊∆ ´ Õ◊∆ Ω WOł—U��« …uI�« qGý

∫©±∞® ‰U¦�
fLðË ¨Â±¥ Ω UNŽUHð—«Ë Â±¥ Ω U1⁄4dD� nB1⁄2 …dz«œ s� ”u� qJý vKŽ ‚ôe1⁄2« W³F� w1⁄4öL�« WM¹b� w�
q�u� —U�L�« vKŽ√ s� ÊuJ��« s� ‚ôe1⁄2ô« rG� ≤µ t²K²� qHÞ √bÐ «–S� ¨qJA�« w� UL� UN²¹UN1⁄2 bMŽ ÷—_«

∫V�Š« ÆÀØÂ ∂ WŽd�Ð tKHÝ√ v�≈
ÆWOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« w� dOG²�« Æ±

Æ—U�L�« ‰uÞ vKŽ „UJ²Šô« …u� jÝu²� Æ≤

∫q(«
©±Ë◊ ´ ±Õ◊® ≠ ©≤Ë◊ ´ ≤Õ◊® Ω  Â◊∆ Æ±

 ©∞ ´ ≤
 Ÿ „ ±

≤  ® ≠ ©‰ ?ł „ ´ ∞® Ω       

 ≤∂ x ≤µ x ±
≤ ≠ ±¥x ±∞ x ≤µ Ω      

‰uł ≥∞µ∞ Ω        

‰uł ≥∞µ∞ Ω Â◊∆ Ω Õ‘ Æ≤

 © π o1⁄2 ≤ ® ±
¥ Ω …dz«œ jO×� ±

¥  Ω ”uI�« ‰uÞ 

Â≤≤ Ω  ≤≤
∑  x±¥ x ≤ x ±

¥ Ω     
”uI�« ‰uÞ x Õ ‚ Ω Õ‘ 

sðuO1⁄2 ±≥∏,µ  Ω  ≥∞µ∞
≤≤   Ω

Õ‘
”uI�« ‰uÞ  Ω Õ ‚ 

·
‰

θ

?ł „ΩË
Õ ‚

—
Œ  ‚

θU²łË
θUł Ë

dOž Èu� sŽ ZðUM�« qGA�« ∫©∏® qJA�«
WE�U×�

»

√

Â±¥



¥∏¥π

…—bI�« ∂ ≠  ¥  
∫Ê«—UOš p�U�√ Ë W¹UM³�« `DÝ v�≈ Ê“U�L�« s� UNKI1⁄2 b¹dðË ¨”UO�QÐ W3⁄4³F� XMLÝ_« s� sÞ ≤ p¹b� ÊU� «–≈

ødB�√ X�Ë w� WLNL�« e−M¹ ULN¹Q� ¨WLNL�« “U−1⁄2ù ‰ULŽµ Âb�²�ð Ë√ WF�«d�« Âb�²�ð Ê√
¨W¹UM³�« `DÝ v�≈ XMLÝ_« ”UO�√ l�— w� q¦L²L�« »uKDL�« qLF�« “U−1⁄2≈ WF�«d�«Ë ‰ULF�« s� q� lOD²�¹
Íc�« s�e�« dO¦JÐ ‚uH¹ ”UO�_« qIM� ‰ULF�« tłU²×¹ Íc�« s�e�« ÒÊ≈ –≈ ¨WHK²�� WOM�“ …d²� VKD²¹ p�– sJ�
‰bF� fOIð w²�« WOzU¹eOH�« WOLJ�«Ë ¨dšü« sŽ nK²�¹ ULNM� qJ� qGA�« “U−1⁄2« ‰bF� Ê√ Í√ ªWF�«d�« t�dG²�ð

∫Ê√ Í√ª…—bI�« vL�ð qGA�« s� …œb×� WOL� “U−1⁄2≈

∫ÊS� ¨θ U²ł · ‚ Ω qGA�« Ê√ YOŠË ¨
qGA�«
s�e�«  Ω …—bI�« ‰bF�

θ U²ł · ‚ 
“ Ω …—bI�« ‰bF�

©π®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆθ U²ł Ÿ ‚ Ω…—bI�« ‰bF�
Ær�−�« WŽdÝ ‰bF� © Ÿ®∫YOŠ

WE×� w� …uI�« UN�c³ð w²�«  …—bI�«  w1⁄4Ë ¨WOE×K�« …—bI�« »U�×�Ë
∫Ê√ Í√ÆWŽd��« ‰bF� ‰bÐ ©Ÿ® WOE×K�« WŽd��« Âb�²�1⁄2 UM1⁄2S�WMOF�

©±∞®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ θ U²ł Ÿ ‚ Ω WOE×K�« …—bI�«
ÀØ ‰uł ÍËU�ðË ¨◊«u�« …bŠuÐ …—bI�« ”UIðË

◊«Ë∑¥∂ Ω wJO1⁄2UJOL�« ÊUB×�«Ë ¨◊«Ë±∞∞∞ Ω ◊«Ë uKOJ�« ◊«u�«  UHŽUC� s�Ë

∫±±‰U¦�
h�A�« …—b� ‰bF� V�Š« ¨ Ú µ≥ W¹Ë«eÐ wI�_« sŽ qOLðË sðuO1⁄2 µ∞ U1⁄4—«bI� …uIÐ ÎU�ËbM� d−¹ h�ý

Æw1⁄2«uŁ ±∞ …b� w� —U²�√ ±∞ W�U�� fK�√ `DÝ vKŽ ÎUOI�√ „d×ð r�−�« ÊQÐ ULKŽ

∫q(«
θ U²ł Ÿ ‚ Ω…—bI�« ‰bF�

ÀØÂ ± Ω  
±∞
±∞   Ω 

 ·
“  Ω Ÿ         

θ U²ł Ÿ ‚ Ω…—bI�« ‰bF�
 ◊«Ë ≥∞ Ω∞[∂  x ± x µ∞ Ω  

e−ML�« qGA�« —«bI� sŽ d³Fð …—bI�«
Æs�e�« …bŠË w�

e−Mð t�¬  Ë√ r�ł …—b�  u1⁄4 ∫◊«u�«
s�“  w� bŠ«Ë ‰uł Á—«bI�  öGý

Æ…bŠ«Ë WO1⁄2UŁ Á—«bI�

`D��«
Ú µ≥

bA�« ‚



¥∏¥π

 qBH�« WK3⁄4Ý√  

rG� ±∞ t²K²� r�ł W�dŠ  —ËU−L�«  w1⁄2UO³�« rÝd�« q¦L¹ ∫±”
wKJ�« qGA�« V�Š« Æ VłuL�«  UMO��« —u×� ÁU−ðUÐ „d×²¹
Æ d²� µ W�U�� lD� Ê√ bFÐ …uI�« q³� s� r�−�« vKŽ ‰Ëc³L�«

ÁU−ðUÐ „d×²¹ rG� ≤ t²K²� r�ł vKŽ …bOŠË …u� dŁRð ∫≤”
X1⁄2U� «–S� Æo�dL�« w1⁄2UO³�« rÝd�« V�Š dOG²ð  UMO��« —u×�

ÆÀØÂ ¥ w1⁄4 dH�Ω · bMŽ r�−�« WŽdÝ
ÆÂ ≥ Ω · U�bMŽ r�−K� WO�d×�« W�UD�« V�Š« ≠

Æ‰uł ∏ Ωr�−K� WO�d×�« W�UD�« ÊuJð W�U�� Í√ bMŽ ≠
¨dH� Ω · sOÐ r�−�« UN³�²J¹ WO�dŠ W�UÞ vB�√ V�Š« ≠Ë

Æ Â µ Ω · Ë

„UJ²Šô« r¹bŽ lHðd� WL� vKŽ rG� ≤∞ t²K²� ‚ËbM� ∫≥”
u×1⁄2 o�eM¹ √bÐ Æ÷—_« `DÝ sŽ d²�±≤ lHðd¹

W¹UN1⁄2 s� d²� ≤∞∞bFÐ vKŽ n�uð v²Š qHÝ_«
—«bI� V�Š« ¨WMAš WOI�√ ÷—√ vKŽ lHðdL�«

Æ‚ËbMB�« n�uð v�≈  œ√ w²�« „UJ²Šô« …u� jÝu²�
WŽd�Ð rG�≤ U1⁄4—«bI� WK²� o�eMð qÐUIL�« qJA�« w� ∫¥”
X1⁄2U� «–S�  ¨XH�uð v²Š ÎUCÐU1⁄2 UNI¹dÞ w� XDG{ ¨ÀØÂ¥
XÐUŁË ¨∞,± UN�UJ²Š« q�UF�Ë WMAš iÐUM�« qHÝ√ WO{—_«
UNDGC1⁄2« w²�« W�U�L�« UL� ¨ÂØsðuO1⁄2 ±∞∞∞ Ω iÐUMK� W1⁄2ËdL�«

øiÐUM�«
WL� s� ÊuJ��« s� t²�dŠ Z�e²� √bÐ qÐUIL�« qJA�« w� ∫µ”
qBOÝ w²�« WŽd��« błÆ©Â ∏µ∞® tŽUHð—« w−KŁ lHðd�

Æ„UJ²Šô« ‰UL1⁄4SÐ ©Â∑µ∞®dšü« lHðdL�« WL� UNÐ

rG�≤

Ÿ

√

fK�√sAš

≤∞

±µ

±∞

µ

∞

©≤ÀØÂ®  

©Â® ·

∏µ∞∑µ∞

¥

∞

¥≠

©sðuO1⁄2®‚

©Â®·

Â±≤Â≤∞∞



µ∞µ±

…bŠu�« WK3⁄4Ý√
∫WOðü«  U×KDBL�UÐ œuBIL�U� ∫±”

 WO�Uš ¨WN−²L�« WOLJ�« ¨iÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ ¨WO1⁄2ËdL�« l{u�« W�UÞ ¨WE�U×L�« …uI�« ¨◊«u�«  
ÆÂU�łú� wð«c�« —uBI�«

t²�UÞ bł Æ÷—_« `DÝ sŽ Â¥∞ UNŽUHð—« W¹UMÐ `DÝ s� ÊuJ��« s� sðuO1⁄2 µ∞ t1⁄2“Ë d−Š jIÝ ∫≤”
Æ÷—_« `DÝ s� Â ≥∞ ŸUHð—« vKŽ WO�d×�«

ÆWO1⁄2UŁ ¥∞ Á—b� s�“ w� Â ±∞ ŸUHð—« vKŽ W¹UMÐ s� Y�U¦�« —Ëb�« v�≈ rG� ∏∞ t²K²� qł— bF� ∫≥”
Æ qłd�« «c1⁄4 …—b� bł 

∫s� q� —«bI� UNOKŽ n�u²¹ w²�« q�«uF�« d�–« – √ ∫≥”
 „UJ²Šô« …u�Æ≥        Ã«Ëœ“ô« ÂeŽÆ≤ sOL�ł sOÐ wK²J�« »–U−²�« …u� Æ±         

∫s� q� ÀËbŠ ◊Ëdý d�–« – »   
VKB�« r�−�« Ê«eð« Æ≤   Æ …uI�« ÂeŽ Â«bF1⁄2≈ Æ±  

Á—«bI� XÐUŁ Ÿ—U�²Ð sAš qzU� Èu²�� vKŽ vKŽ_« u×1⁄2 ÊuJ��« s� t²�dŠ √bÐ rG�≤ t²K²� ‚ËbM� ∫¥”
∫s� Îö� V�Š« ¨ ∞[± Ω sO��ö²L�« sO×D��« sOÐ w�d×�« „UJ²Šô« q�UF� ÊU� «–S� Æ≤ÀØÂ≤

Æ‚ËbMB�« vKŽ Èu²�LK� W¹œuLF�« f�ö²�« …u� Æ±
Æ Èu²�L�«Ë ‚ËbMB�« w×DÝ sOÐ „UJ²Šô« …u� Æ≤

Æ‚ËbMB�« vKŽ …dŁRL�« ©‚® …uI�« —«bI� Æ≥
ÆÀØ Â ≥ t²ŽdÝ mK³ð v²Š Èu²�L�« vKŽ ‚ËbMB�« UN�d×²¹ w²�« W�U�L�« Æ¥

Æ÷—_« `DÝ sŽ WHK²��  UŽUHð—ô Î«dŠ ÎUÞuIÝ j�UÝ r�−� l{u�« W�UÞ vM×M� qJA�« sO³¹ ∫µ”
WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« X1⁄2U� «–S�

WK¦L� ® ‰uł ±∂ Ω r�−K� WOKJ�«
∫s� Îö� V�Š«Æ ©lDI²L�« j��UÐ

Æl{u�«W�UÞ Æ±
vKŽ ÊuJ¹ U�bMŽ r�−K� W�d×�« W�UÞÆ≤

ÆÂ ∞,∂ ŸUHð—«

WÞUÝuÐ oKF� rG� ±∞ t²K²� r�ł —ËU−L�«  qJA�« w� ∫∂”
Æ ≤‘ ¨±‘ s� q� WLO� V�Š« ¨sOK³Š

≤‘
Ú ∂∞ Ú ≥∞

±‘

„

‚

Ú ≥∑

∞,± ∞,≤ ∞,≥ ∞,¥ ∞,µ ∞,∂ ∞,∑ ∞,∏ ∞,π ±
∞
¥
∏

±≤
±∂

Â◊



µ∞µ±

 ÆfK�√ qzU� Èu²�LÐ wN²M¹ fK�√ wI�√ `DÝ vKŽ ¨ÀØÂ ±∞ U1⁄4—«bI� W²ÐUŁ WŽd�Ð r�ł „d×²¹ ∫∑” 
vKŽ  r�−�« UNFDI¹  w²�« W�U�L�«  V�Š«

Æn�u²¹ Ê√ q³� qzUL�« Èu²�L�«

wI�_« `D��«Ë ¨rG�≤∞Ω ≤„ Ω ±„ X1⁄2U� «–S� ¨ÊuJ��« s� —ËU−L�« qJA�« w� WŽuL−L�« X�d×ð ∫∏ ”
∫s� Îö� V�Š« ¨fK�√

ÆWŽuL−L�« Ÿ—U�ð Æ±
Æ…dýU³� ÷—_UÐ UN�«bD�« q³� ≤„ WŽdÝ Æ≤

Æ÷—_UÐ ÂbDBð v²Š t�dG²�ð Íc�« s�e�« Æ≥

·ËcIL� s�e�«Ë WŽd�K� WOÝ√d�«  W³�dL�«  vM×M� q¦L¹ —ËU−L�« qJA�« ∫π”
∫wðQ¹ UL� Îö� œbŠ rÝd�« vKŽ Î«œUL²Ž« ÆW¹Ë«eÐ

ÆŸUHð—« vB�√ w� r�−�« ÁbMŽ ÊuJ¹ Íc�« s�e�« Æ±
ÆÀØÂ¥ ÍËU�ð WŽd�K� WOI�_« W³�dL�« X1⁄2U� «–≈ WH¹cIK� wI�_« ÈbL�« Æ≤

ÆoOK×²�« s�“ Æ≥
Ær�−�« tKB¹ ŸUHð—« vB�√ Æ¥

∫Ê√ X³Ł√ ©Â® ÍËU�¹ `D��«Ë ±„ WK²J�« sOÐ w�d×�« „UJ²Šô« q�UF� ÊU� «–≈ —ËU−L�« qJA�« w� ∫±∞”
∫W�öF�UÐ vDF¹ WŽuL−L�« Ÿ—U�ð Æ±

 ±„ Â ≠ ≤„
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WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« ±

µ≥

 W�d×�« s� Èdš√ ÎUÞUL1⁄2√ ·dF²²Ý qBH�« «c1⁄4 w�Ë ¨ÂU�łú� WO�UI²1⁄2ô« W�d×�« WIÐUÝ  «uMÝ w� X�dFð
 øW�d×�« s� ◊UL1⁄2_« Ác1⁄4 s� ÎU¹√ r�−�« pK�¹ v²Š W�“ö�« ◊ËdA�« UL�¨W¹ËU�²� WOM�“  «d²� w� —dJ²ð w²�«

 øt²�dŠ —dJ¹ r�−�« qF−¹ Íc�« U�Ë
∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «c1⁄4 p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4

ÆÈdš_« W�d×�« ◊UL1⁄2√ s� U1⁄4dOž sŽ U1⁄4eOLðË ¨WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« ·dF²ð Æ±
ÆW¹Ë«e�« WŽd��« ÂuNH� ·dF²ð Æ≤

ÆjO�³�« ‰ËbM³K�Ë iÐU1⁄2 w� WÞuÐd� WK²J� WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« nBð Æ≥
ÆWO{U¹d�« UNð—uBÐ WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« sŽ d³Fð Æ¥

ÆWDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« vKŽ WDO�Ð qzU�� q×ð Æµ

iÐUMÐ WÞuÐd� WK²� W�dŠ ± ≠ ±
 —«b−Ð dšü« t�dÞ X³¦� iÐU1⁄2 ·dDÐ WÞuÐd� WK²� ©±® qJA�« sO³¹
 WK²J�« V×Ý bMŽ Æ„UJ²Šô« r¹bŽ Ìu²�� `DÝ vKŽ WŽu{u�Ë ¨wÝ√—
 sŽ ©”®  U1⁄4—«bI� WŠ«“≈ „d×²²Ý WK²J�« ÊS� ¨©∞Ω”® UN1⁄2«eð« l{u� sŽ
  l{u�  ‰uŠ  W¹“«e²1⁄4«  W�dŠ  „d×²ð  UN1⁄2S�  WK²J�«  „dð  bMŽË¨l{uL�«  «c1⁄4
 ©ŸUł—ù« …u�® WK²J�« vKŽ iÐUM�« UNÐ dŁR¹ w²�« …uI�« Ê√ błË b�Ë Æ Ê«eðô«

∫WOðü« W�öF�UÐ vDFð WŠ«“ù« l�
∫YOŠ ¨ ”  √ ≠  Ω ‚

ÆsðuO1⁄2 …bŠuÐ ”UIðË ¨iÐUM�« ŸUł—≈ …u� ∫ ‚
  Æd²�ØsðuO1⁄2 …bŠuÐ ”UI¹Ë ¨iÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ ∫ √

Æd²L�« …bŠuÐ ”UIðË ¨Ê«eðô« l{u� sŽ WK²J�« WŠ«“≈ ∫ ”

iÐUMÐ WÞuÐd� WK²� W�dŠ : ©±®qJA�«

∞Ω”

ŸUł—ù« …u�

ÆWŠ«“ù« ÁU−ð« fJFÐ ÎULz«œ ÊuJð ŸUł—ù« …u� Ê√ wMFð WIÐU��« W�öF�« w� ©≠® V�U��« …—Uý≈ UM1⁄4 kŠô
∫iÐUM�UÐ WÞuÐdL�« WK²J�« W�dŠ vKŽ w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� oO³D²ÐË

∫Ê√ b−1⁄2 ¨    „  Ω  ‚
∫Ë√ ¨    „   Ω ”  √ ≠



µ¥µµ

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ”  ≠ ∝ Ω   ” √
„ ≠ Ω   

w� UN��UF¹Ë ¨WŠ«“ù« —«bI� l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹ WK²J�«  Ÿ—U�ð Ê√  Í√
ÆWDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« W�d×�« s� ŸuM�« «c1⁄4 vL�¹Ë ¨ÁU−ðô«

jO�³�« ‰ËbM³�« W�dŠ ≤ ≠ ±

w� UL� wI�√ q�UŠ w� X³¦� jO�Ð WÞuÐd� WK²� s� jO�³�« ‰ËbM³�« ÊuJ²¹
UN�dðË wÝ√d�« l{u�« sŽ ©Âθ® …dOG� W¹Ë«eÐ WK²J�« WŠ«“≈ bMŽÆ©≤® qJA�«

ÆsO³1⁄2U−�« vKŽ WÐcÐc²� „d×²ð UN1⁄2S�
UN²ŽdÝ ÊS� ¨©√® WDIM�« bMŽ UN� l{u� vKŽ√ w� WK²J�« ÊuJð U�bMŽ
vKŽ qLFð w²�« ©Âθ UłË® Ê“u�« W³�d� dOŁQð X×ð WK²J�« ÊuJðË Î̈«dH� ÍËU�ð
jš fH1⁄2 vKŽ qLFð UN1⁄2S� ©Âθ U²łË® Ê“u�« W³�dLÐ oKF²¹ ULO� U�√ ¨UNJ¹d×ð
`³Bð v²Š h�UM²ð ©θ® W¹Ë«e�« ÊS� WK²J�« „d²ð U�bMŽË ÆjO��« w� bA�« …u�
bMŽ ©Âθ® WLO� d³�√ v�≈ qBð v²Š …œU¹e�UÐ √b³ð rŁ ¨wÝ√d�« l{u�« w� Î«dH�

ÆWKÐUIL�« WN−�« w� » WDIM�«
w1⁄4 W�d(« ÁU&« w� ÈuI�« WKB×� Ê√ b$ ¨w1⁄2U¦�« sðuO1⁄2 Êu1⁄2U� w� i¹uF²�UÐË

∫Ê√ Í√  ̈   „ Ω ‚ Σ 
  „ ≠ Ω θUł Ë

∫ÊS� ¨WO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð Ω ?ł¨ ?ł „ Ω Ë WK²J�« Ê“Ë Ê≈ YOŠË
∫Ê√ Í√ ¨  „ ≠ ΩθUł ?ł „

∫WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�«
rOI²�� jš w� W¹“«e²1⁄4« W�dŠ w1⁄4
ÎU¹œdÞ WK²J�« Ÿ—U�ð UNO� VÝUM²¹
w� UN��UF¹Ë ¨WŠ«“ù« —«bI� l�

ÆÁU−ðô«

jO�³�« ‰ËbM³�« : ©≤®qJA�«

 ÂθU²łË ÂθUłË 

‘

Âθ

» √

Âθ

”

‰

. θUł ?ł ≠ Ω       

.Ídz«b�«d¹bI²�UÐ θ  θ Uł ÊS� ¨©Ú ±µ> θ ® …dOG� W¹Ë«“ ©Âθ® Ê≈ ULÐË

¨θ ?ł ≠ Ω   ∫Ê√ Í√ 

∫ÊS� ¨
”
‰

”uI�« ‰uÞ
dDI�« nB1⁄2 Ω Ídz«b�«d¹bI²�UÐ ©θ®W¹Ë«e�« Ê√ YOŠË

©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ”  ≠ ∝ Ω   ” ?ł
‰ ≠ Ω  

ÆWDO�Ð WOI�«uð W�dŠ „d×²¹ jO�³�« ‰ËbM³�« Ê√ Í√ ¨WŠ«“ù« l� ÎUO�JŽ VÝUM²¹ ‰ËbM³�« Ÿ—U�ð Ê√ UM1⁄4 kŠô

Ë



µ¥µµ

WDO�³�« WOI�«u²�«Ë W¹dz«b�« W�d(« 5Ð W�öF�« ≥ ≠ ±

√bÐ r�−�« «c1⁄4 Ê√Ë ¨©≥® qJA�« w� UL� Â Áe�d�Ë o1⁄2 ÁdD� nB1⁄2 Ídz«œ —U�� w� dO�¹ ÎUL�ł Ê√ ÷d²H1⁄2
ÆWŽU��« »—UIŽ ÁU−ð« fJFÐ ©?1⁄4® WDIM�UÐ Î«—U�  UMO��« —u×� vKŽ ©√® WDIM�« s� W�d×�«

…uI�« Ác1⁄4 qK×1⁄2 ¨Â‚ ÍËU�ð …uI�« Ác1⁄4 Ê√ ÷d²HM�Ë e�dL�« ÁU−ðUÐ ÎULz«œ ÊuJð r�−�« vKŽ …dŁRL�« …uI�« Ê≈

”‚ ¨ ’‚ sOðb�UF²� sO²³�d� v�≈
 Ê√ ULÐË ¨qHÝ_« v�≈ UN1⁄4U−ð«Ë θUł Â‚ Ω ’‚ Ê√ kŠö1⁄2 qJA�« s�

qB×1⁄2 WK²J�« vKŽ W�œUF*« w�dÞ WL�IÐË . 
’
o1⁄2 Â‚≠ Ω ’‚ ÊS� ¨

’
o1⁄2 Ω θUł

ÍœUB�« ÁU&ô« w� r�'« Ÿ—U�ð Ê√ Í√ ¨’ Â 
o1⁄2 ≠ Ω 

’
o1⁄2 Â ≠ Ω ’  vKŽ

ÍœUB�« —u;« vKŽ r�'« W�dŠ jI�� ÊS� tOKŽË ¨WŠ«“ù« l� ÎUO�JŽ VÝUM²¹

vKŽ r�'« W�dŠ jI�� vKŽ t�H1⁄2 Y¹b(« o³DM¹Ë .WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ w1⁄4

.WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ ÎUC¹√ w1⁄4 wMO��« ÁU&ô« w� W�d(« Ê√ Í√ ¨©p�– X³Ł√® wMO��« —u;«

∫W¹Ë«e�« WŽd��«
w� θ ∆ U1⁄4—«bI� W¹Ë«“ WLE²M� W¹dz«œ W�dŠ w� dO�¹ r�ł lDI¹ U�bMŽ
»U�×�Ë Æ©¥® qJA�« dE1⁄2« ¨‰ ∆ t�uÞ ÎUÝu� lDI¹ t1⁄2S� ¨“ ∆ Á—«bI� s�“

∫Ê√ Í√ ªWOM�e�« …d²H�« vKŽ ”uI�« ‰uÞ r�I1⁄2 t²ŽdÝ —«bI�
θ∆ 
“ ∆  o1⁄2 Ω 

θ∆ o1⁄2
“ ∆   Ω  

‰∆
“ ∆  ΩŸ

Í√ ¨s�e�« …bŠË w� W¹dz«b�« W�d(« ¡UMŁ√ r�'« UNFDI¹ w²�« W¹Ë«e�« —«bI� UN1⁄2QÐ ©ω® W¹Ë«e�« WŽd��« ·dFð

.ω o1⁄2 Ω Ÿ WOD)« WŽd��« ÊS� tOKŽ Î¡UMÐË
θ∆ 
“ ∆   Ω ω∫ Ê√

≤ω o1⁄2 Ω 
≤©ω o1⁄2®

o1⁄2 Ω
≤Ÿ
o1⁄2 Ω Â  WLE²M� W¹dz«œ W�dŠ w� r�' Íe�d*« Ÿ—U�²�« Ê√ ÎUIÐUÝ X�dŽ b�Ë

∫wðQ¹ UL� WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×K� Ÿ—U�²�« W�œUF� WÐU²� UMMJL¹ Êü«Ë

©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ’ ≤ω ≠ Ω ’ Â 
o1⁄2 ≠ Ω ’ 

©π≤® ÍËU�ðË WK�U� …—Ëœ w� r�−�« UNFDI¹ w²�« WOKJ�« W¹Ë«e�« WL�� q�UŠ ÍËU�ð ω W¹Ë«e�« WŽd��«Ë

.
ω
π≤ Ω

±
Ê Ω ©œœd²�«® œ tM�Ë ¨ π ≤

Ê  Ω ω  ∫ Ê√ Í√ ¨©Ê® …—Ëb�« s�“ vKŽ

W¹dz«b�« W�d×�« ∫©≥® qJA�«

√

»

?1⁄4

Â θ
Â‚

’‚

”‚

”

’

θ ∆
‰ ∆

W¹Ë«e�« WŽd��« œU−¹≈ ∫©¥® qJA�«



µ∂µ∑

∫©±® ‰U¦�
q� π

≤ U1⁄4—«bI� W¹Ë«“ lDI¹ ÊU�Ë ¨d²�≤ ÁdD� nB1⁄2 rE²M� Ídz«œ —U�� w� Î«—«bI� W²ÐUŁ WŽd�Ð „d×²¹ r�ł
∫wðQ¹ U� V�Š« ¨Ê«uŁ ÀöŁ

ÆÍ—Ëb�« s�e�«Æ?œ Æœœd²�«Æ?ł  ÆWOD��« WŽd��« Æ» ÆW¹Ë«e�« WŽd��« Æ√

∫q(«

ÀØœ«— π
∂ Ω ≤Øπ

≥ Ω θ ∆
“ ∆  Ω ω  :W¹Ë«e�« WŽd��« Æ√

ÀØÂ π
≥ Ω π

∂ x≤ Ω ω o1⁄2 Ω Ÿ  ∫WOD��« WŽd��« Æ»

eðdO1⁄4
±

±≤ Ω
∂Ø π 

π ≤ Ω ω
π ≤ Ωœ ∫œœd²�« Æ?ł

ÆWO1⁄2UŁ±≤ Ω π ≤
∂Ø π

Ω π ≤
ω

ΩÊ∫Í—Ëb�« s�e�« Æ?œ

∫WDO�³�« WOI�«u²�« W�d(«  ôœUF�

¨WŠ«“ù« l� WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« w� ÂU�ł_« Ÿ—U�ð jÐdð w²�«  U�öF�« v�≈ oÐU��« bM³�« w� UMK�uð

∫wðü« u×M�« vKŽ X1⁄2UJ� ¨rE²M� Ídz«œ —U�� w� W�d×�«Ë√ ‰ËbM³�« Ë√ iÐUM�« w� ¡«uÝ

 ”≤ω ≠ Ω   Ë√    ” √
„ ≠ Ω   ∫iÐUM�« w�

”≤ω ≠ Ω    Ë√      ” ?ł
‰  ≠ Ω   ∫‰ËbM³�« w�

”≤ω ≠ Ω ”  Ë√ ” Â  ≠
o1⁄2 Ω ”  ∫W¹dz«b�« W�d×�« w�

∫vKŽ bL²Fð ω W¹Ë«e�« WŽd��« WLO� Ê√ kŠô
ÆiÐUM�« w� r�−�« WK²�Ë W1⁄2ËdL�« XÐUŁ  

Æ‰ËbM³�« w� jO��« ‰uÞË WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð  

ÆW¹dz«b�« W�d×�« w� —«bL�« dD� nB1⁄2 Ë r�−�« Ÿ—U�ð  

ÆÍœUB�« —u×L�« vKŽ ©’® W�U�� lDI¹ t1⁄2S� ©?1⁄4® WDIM�« w� r�−�« ÊuJ¹ U�bMŽ ©µ® qJA�« w�

θW¹Ë«e�« dOG²Ð WO³Oł W�«b� dOG²ð WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ „d×²¹ Íc�« r�−�« WŠ«“≈ ÊS� ¨θ Uł o1⁄2 Ω ’ Ê≈ YOŠË
sJL¹ ÂUŽ qJAÐË ¨“ ω Ω θ ÊS� ©“® s�“ w� r�−�« UNFD� w²�« W¹Ë«e�« w1⁄4 θ W¹Ë«e�« Ê√ ULÐË Æ©∂®qJA�« w� UL�

∫wðQ¹ UL�WDO�³�«WOI�«u²�«W�d×�«w�WŠ«“ù«W�œUF�WÐU²�
©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©φ ´ “ ω® Uł Â ’ Ω ©“® ’

W¹dz«b�« W�d×�«  U³�d� ©µ® qJA�«

√

»
?1⁄4

Â θ
”

’



µ∂µ∑

Ê«eðô« WDI1⁄2 sŽ WK²JK� WMJL� WŠ«“≈ vB�√∫ Â ’ ∫YOŠ
Æo1⁄2 ÍËU�ðË

  ÆWO1⁄2U¦�« …bŠuÐ s�e�« ∫  “
s�e�« ÊuJ¹ U�bMŽ r�−�« l{u� œb×ðË¨—uD�« XÐUŁ W¹Ë«“ ∫ φ

t²ŽdÝË r�−�« l{u� W�dF� s� V�×ðË Î̈«dH� ÍËU�¹
ÆWMOF� WE×� bMŽ

sOÐ bF³�« ÍËU�ðË¨…“«e²1⁄4ô«WFÝq¦LðÂ ’ Ê√qJA�«s� kŠô

u1⁄4 ©Ê® Í—Ëb�« s�e�« Ê√Ë¨W�d×K� WMJL� WDI1⁄2 bFÐ√Ë Ê«eðô« WDI1⁄2

ÆW�d×�« ÁU−ð«Ë l{uL�« YOŠ s� —uD�« w� sO²KŁUL²� sO²DI1⁄2 w� r�−�« —Ëd� sOÐ qBHð w²�« WOM�e�« …d²H�«

∫©≤® ‰U¦�
«–≈ ¨ÂØsðuO1⁄2 ≤∞∞ t²1⁄2Ëd� q�UF�Ë jzUŠ w� X³¦� dšü« t�dÞ iÐU1⁄2 ·dDÐ XDÐ— ¨rG�≤ U1⁄4—«bI� WK²�

∫wðQ¹ U� bł ¨WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ fK�√ wI�√ `DÝ vKŽ WK²J�« X�d×ð
Æœœd²�« Æ?ł ÆW�d×K� Í—Ëb�« s�e�« Æ» ÆW¹Ë«e�« WŽd��« Æ√

∫q(«

ÀØœ«—±∞Ω  ≤∞∞
≤ Ω  √

„  Ω ω  W¹Ë«e�« WŽd��« Æ√

ÆWO1⁄2UŁ∞,∂≤∏ Ω
π ≤
±∞ Ω

π ≤
ω ΩÊ W�d×K� Í—Ëb�« s�e�« Æ»

eðdO1⁄4 ±,∂ Ω 
±
Ê  Ωœ  œœd²�« Æ?ł

∫©≥® ‰U¦�
X1⁄2U� «–≈Æ© π 

∂ ´ “ π® Uł ≤∞ Ω ©“® ’ ∫W�öF�« o�Ë „d×²¹ r�ł
∫b−� WO1⁄2U¦�U?Ð s�e�«Ë ¨d²L²M��U?Ð ”UIð ©’®

ÆÎUO1⁄2UOÐ W�öF�« rÝ—« Æ?ł  Æœœd²�« Æ»  Æ…“«e²1⁄4ô« WFÝ Æ√
∫q(«

rÝ ≤∞ Ω Â’ …“«e²1⁄4ô« WFÝ Æ√

 eðdO1⁄4 ±
≤ Ω 

π  
π≤  Ω

ω 
π≤  Ωœ ∫ œœd²�« Æ»

ÆrÝ±∞ Ω© π 
∂  ® Uł ≤∞ Ω ©∞®’ Æ?ł

©“® ’

“

Ê

Â ’

WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« w� WŠ«“ù« ©∂® qJA�«

©rÝ® ’

©À® “
Ê

Â ’
±∞

≤∞



µ∏µπ

∫WDO�³�« WOI�«u²�« W�d(« w� WŽd��«
 ¨…dz«bK� ÎUÝUL� © Ÿ ® ÁU−ð« ÊuJ¹Ë ¨©Ÿ® U1⁄4—«bI� WŽd�Ð WLE²M� W¹dz«œ W�dŠ r�ł „d×²¹ ©∑® qJA�« w�

 ∫wðQ¹ UL� wMO��« ÁU−ðô« w� WŽd��« W³�d� »U�Š sJL¹Ë ¨…dz«b�« dD� nB1⁄2 vKŽ W¹œuLŽ ©Ÿ® Ê√ Í√

©“ω ≠ π
≤ ®U²ł Ÿ  Ω ©θ  ≠ π

≤ ®U²ł Ÿ ΩϕU²ł Ÿ  Ω” Ÿ

.WLL²*« W¹Ë«e�« ÂU9 VOłΩ W¹Ë«e�« VOł Ê√ kŠô 

∫ÊS� ¨ o1⁄2 ω Ω Ÿ Ê√ YOŠË ¨©“ω®Uł Ÿ Ω” Ÿ

   ©µ®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©“ω®Uł o1⁄2 ω Ω” Ÿ
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∫WDO�³�« WOI�«u²�« W�d(« w� W�UD�« ¥ ≠ ±
 t²ŽdÝ W−O²1⁄2 WO�dŠ W�UÞ ∫W�UD�« s� sOŽu1⁄2 pK²L¹ t1⁄2S� fK�√ `DÝ vKŽ iÐUMÐ ◊uÐd� r�ł „d×²¹ U�bMŽ
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≤  Ω Õ ◊ W�öF�UÐ vDFðË
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WK²J�« X³×Ý rŁ ¨¡U�K� WOI�√ WO{—√ vKŽ ÂØsðuO1⁄2 ∑≤ t²1⁄2Ëd� XÐUŁ iÐUMÐ rG�∞,µ U1⁄4—«bI� WK²� XDÐ—

∫wðQ¹ U� bł ¨WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ „d×²²� X�dðË ¨wK�_« UNF{u� sŽ rÝ ±∞ W�U�L�
Æ W�d×K� W¹Ë«e�« WŽd��« Æ±

ÆW�d×�« ¡bÐ s� WO1⁄2UŁ≤ bFÐ WK²J�« l{u� Æ≤
ÆÊ«eðô« WDI1⁄2 s� rÝ ∂ bFÐ vKŽ ÊuJð U�bMŽ WK²J�« WŽdÝ Æ≥
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:W�öF�« Âb�²�1⁄2 W¹Ë«e�« WŽd��« »U�×� Æ±
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∂∞∂±

∫qBH�« WK3⁄4Ý√

∫WOðü« rO1⁄4UHL�UÐ wMF1⁄2 «–U� ∫±”
øWDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« ¨Í—Ëb�« s�e�« ¨…“«e²1⁄4ô« WFÝ ¨W¹Ë«e�« WŽd��« ¨W¹—Ëb�« W�d×�«

∫UNM� W3⁄4ÞU��«  «—U³F�« »u� rŁ øW3⁄4ÞUš UN¹√Ë W³zU� WOðü«  «—U³F�« Í√ ∫≤”
ÆoÐU��« ‰uD�« wHF{ t�uÞ ÊuJ¹ U�bMŽ tOKŽ ÊU� U� wHF{ ‰ËbM³K� Í—Ëb�« s�e�« `³B¹ Æ√

ÆÊ«eðô« WDI1⁄2 bMŽ e²NL�« r�−�« ÊuJ¹ U�bMŽ Î«dH� ÍËU�¹ WDO�Ð WOI�«uð W�d×� Ÿ—U�²�« ÊuJ¹ Æ»
ÆÊU¹œ«— vL�ðË ¨ ±≠À …bŠuÐ œœd²�« ”UI¹ Æ?ł

w� W¹Ë«e�« U²ł W�ôbÐ Ë√ W¹Ë«e�« VOł W�ôbÐ WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« qO¦Lð bMŽ ‚dH�« ÊuJ¹ Æœ
ÆjI� —uD�« XÐUŁ —«bI�

ÆWDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« w� Ê«eðô« WDI1⁄2 bMŽ Î«dH� e²NL�« r�−�« WŽdÝ ÊuJð Æ?1⁄4
WÞuÐd� rG� ≤ U1⁄4—«bI� WK²� W�dŠ —ËU−L�« qJA�« q¦L¹ ∫≥”
r¹bŽ  wI�√ Èu²��  vKŽ WDO�Ð WOI�«uð  W�dŠ „d×²¹  iÐUMÐ

∫wðU¹ U� bł ¨„UJ²Šô«
Í—Ëb�« s�e�« Æ»  WF��«Æ√

—uD�« W¹Ë«“ Æœ ÆiÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ Æ?ł
q¦Lð ©
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∂ ´ “ π ® U²ł ∞[≤ Ω ©“®” ∫ W�öF�«  X1⁄2U� «–≈ ∫¥”

∫wðU¹ U� bł ¨ WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ
Æ—uD�« W¹Ë«“ XÐUŁ Æ»  Æ…“«e²1⁄4ô« WFÝ Æ√

 ÆÀ ± Ω “ bMŽ r�−�« l{u� Æœ ÆÀ ∞ Ω “ WE×K�« w� r�−�« l{u� Æ?ł 
√bÐ «–S� ¨rÝ ±∞ U1⁄4—«bI� WF��«Ë ¨WO1⁄2UŁ ≤ ÍËU�¹ WDO�Ð WOI�«uð W�d×� Í—Ëb�« s�e�« ÊU� «–≈ ∫µ”

∫wðQ¹ U� bł ¨—ËU−L�« qJA�« kŠô ¨—U�O�« u×1⁄2 „d×ðË ¨Â” WDIM�« s� t²�dŠ r�−�«
 ÆÊ«eðô« WDI1⁄2 bMŽ r�−�« WŽdÝ Æ√

ÆW�d×�« ¡bÐ s� Ê«uŁ µ bFÐ r�−�« l{u� Æ»
ÆW�d×�« q¦L¹ Íc�« w1⁄2UO³�« qO¦L²�« rÝ—« Æ?ł

±∂  w� WK�U�  «—Ëœ ±∞ qLF¹ jO�Ð ‰ËbMÐ ∫∂”
π[∏ ÍËU�¹  WO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð ÊU� «–≈ ¨WO1⁄2UŁ

∫V�Š« ¨≤ÀØÂ
Æ‰ËbM³�« jOš ‰uÞ Æ√

Æ≤ÀØÂ ±[∂ ÍËU�¹ dLI�« vKŽ WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð ÊQÐ ÎULKŽ dLI�« `DÝ vKŽ ‰ËbM³K� …—Ëb�« s�“ Æ»

rG�≤
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© rÝ® ”

©À® “
±∞

≥∞
≤∞

∞,≤ ∞,¥ ∞,∂ ∞,∏



∂∞∂±

WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_«

 X�dŽË  ¨WOłuL�«  W�d×�«  WIÐUÝ   «uMÝ  w�  X�dFð
 ‰UJý√ vKŽ w1⁄4Ë ¨UM�uŠ ÊUJ� q� w� bł«u²ð Ã«u�_« Ê√
 ÎU¹œU� ÎUDÝË ÃU²×ð w²�« WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« UNML� ¨WHK²��
 ÎUDÝË ÃU²×ð ô w²�« WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_«Ë ¨tO� qI²Mð

Æ⁄«dH�« w� ‰UI²1⁄2ô« UN²ŽUD²ÝUÐË ¨ÎU¹œU�
 W�dŠ®  UÐ«dD{« s� QAMð WOJO1⁄2UJOL�« WłuL�« W�dŠË
 ∫WHK²�L�« ◊UÝË_« w� dA²Mð …dOG�  UFÝ  «– ©W¹“«e²1⁄4«
 jÝu�«  w�  Ã«u�_«  Ác1⁄4  W�dŠË  ¨W¹“UžË  ¨WKzUÝË  ¨W³K�

ÆW�UDK� ‰UI²1⁄2« UN³ŠUB¹
 wI²Kð U�bMŽ qB×¹ Íc�« U�Ë øWHK²�L�« ◊UÝË_« w�  ÎU�Ëœ ÎUNÐUA²� WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« „uKÝ ÊuJ¹ q1⁄4

øbŠ«Ë jÝË w� Ã«u�√ …bŽ
∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4

ÆÃ«u�_« s� U1⁄4dOž sŽ U1⁄4eOLðË WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« ·dF²ð Æ±
ÆWHK²�� W¹œU� ◊UÝË√ w� włuL�« „uK��« d�Hð Æ≤

ÆWO{U¹d�« UN²�öFÐ WOłuL�« W�d×�« sŽ d³FðÆ≥
ÆUN²�UÞË jÝu�« w� WłuL�« WŽdÝ UNOKŽ bL²Fð w²�« q�«uF�« œb×ðÆ¥

ÆÃ«u�_UÐ WD³ðdL�« WOKLF�«  UIO³D²�« iFÐ ·dF²ðÆµ
ÆÃ«u�_UÐ WIKF²L�« WOKLF�« WDA1⁄2_« iFÐ cHMð Æ∂

ÆÃ«u�_« vKŽ WDO�Ð W¹œbŽ qzU�� q×ðÆ∑

≤



∂≤∂≥

Ã«u�_« nOMBð ± ≠ ≤
ÍœU� jÝË w� dA²Mð b�Ë ¨U� —bB� “«e²1⁄4« W−O²1⁄2 QAMð  «“«e²1⁄4« Ë√  UÐ«dD{« w1⁄4 Ã«u�_« Ê√ ÎUIÐUÝ X�dŽ
WłU×�« ÊËœ ⁄«dH�« w� dA²Mð Ë√ ¨WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« vL�ðË ¨œËbA� q³Š w� Ã«u�_«Ë  uB�« Ë ¡UL�« Ã«u�Q�
ÊUJ� s� W�UÞ ‰UI²1⁄2« Ã«u�_« —UA²1⁄2« VŠUB¹ËÆWO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« vL�ðË ¨¡uC�« Ã«u�Q� ÍœU� jÝË v�≈
nOMBð sJL¹ËÆwK�_« UNF{u� w³1⁄2Uł vKŽ e²Nð qÐ UNF{u� s� qI²Mð ô q�UM�« jÝu�«  U3⁄4¹eł Ê√ ÎULKŽ dšü

∫sOŽu1⁄2 v�≈ WłuL�« —UA²1⁄2« j�� W³�M�UÐ jÝu�«  U3⁄4¹eł “«e²1⁄4« ÁU−ð« V�Š Ã«u�_«

Transverse Waves ∫W{dF²�*« Ã«u�_«
Àb×1⁄2 U�bMF� ¨tM� ¡eł w� Àb×¹ »«dD{« Í√ qIM� ÎU1⁄2d� ÎUDÝË ©±®qJA�« w� t�dÞ s� X³¦L�« q³×�« q¦L¹
Íc�« l{uL�« sŽ …bF²³� w1⁄2U¦�« ·dD�« ÁU−ðUÐ „d×²ð WłuL�« WL� Ê√ kŠö1⁄2 ¨q³×�« w� ©WC³1⁄2 ® Î«bŠ«Ë ÎUÐ«dD{«

Æ»«dD{ô« tO� ÀbŠ
„d×²ð  WłuLK�  q�UM�« jÝu�«   U3⁄4¹eł  Ê√ ULÐ
Ác1⁄4  ÊS�¨WłuL�« —UA²1⁄2« ÁU−ð« vKŽ ÍœuLŽ  qJAÐ
‰uB×�« sJL¹Ë ¨W{dF²�L�« Ã«u�_« vL�ð Ã«u�_«
WL� b�u¹ »«dD{« À«bŠSÐ p�–Ë WK�U� Włu� vKŽ

ÆÍ—ËœË qB²� qJAÐ ÎUŽU�Ë

Longitudinal Waves ∫WO�uD�« Ã«u�_«
¨iÐUM�« ‰uÞ ÁU−ð« w� dO�ð Ã«u�√ vKŽ  qB×1⁄2 UM1⁄2S�  ¨jG{ Ë√ V×Ý …uIÐ iÐU1⁄2 vKŽ dŁR1⁄2 U�bMŽ

Õ«eð YOŠ¨WO�uD�« Ã«u�_« Ã«u�_« s� ŸuM�« «c1⁄4 vL�¹Ë
Æ©≤® qJA�« w� UL� ¨t�uÞ ÁU−ðUÐ  iÐUM�«  U3⁄4¹eł

 oÞUM� iÐUM�«  UIKŠ UNO� œ«œeð w²�« oÞUML�« vL�ð 
UNO� qIð w²�« oÞUML�«Ë ¨Compressions   UDžUC²�«

Æq�K�ðË jžUCð s� …bŠ«u�« WłuL�« ÊuJ²ðË ¨Rarefactions  ö�K�²�«  oÞUM�  UIK×�« œbŽ

UNBzUBšË  Ułu*« qO¦9 ≤≠ ≤
q�Ë wK�_« UNF{u� sŽ jÝu�«  U3⁄4¹eł WŠ«“≈ sOÐ W�öF�« `{u¹ w³Oł Ê«d²�UÐ ÎUO{U¹—  UłuL�« q¦Lð
w1⁄2UO³�« UNKO¦Lð s� Ë√ WłuL�« nBð w²�« W�öF�« Ác1⁄4 ‰öš s� ¨WłuL�« —UA²1⁄2« ÁU−ð« w� WŠ«“ù«Ë s�e�« s�
w�Ë WOM�“ WE×� Í√ w� ©ÆÆÆ¨Ÿ—U�²�«Ë ¨WŽd��«Ë ¨WF��U�® WłuL�UÐ WIKF²L�« WOzU¹eOH�« rOI�« W�dF� lOD²�1⁄2

 ∫W�öF�« V�Š ¨l{u� Í√

q³Š w� W{dF²�L�« Ã«u�_« ∫©± ® qJA�«

iÐU1⁄2 w� WO�uD�« Ã«u�_« ∫© ≤® qJA�«

q�K�ð
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ÆÊ«eðô« WDI1⁄2 sŽ  U3⁄4¹e−K� WMJL� WŠ«“« vB�√ w1⁄4Ë ¨WłuL�« WFÝ ∫Â’
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ÁU−ð« w� WłuL�« —UA²1⁄2« ÊuJ¹Ë ¨XÐU¦�« WłuL�« qJý sŽ ‰ËR�L�« u1⁄4
q� „d×²ð UN1⁄2S� e²NL�« jÝu�«  U3⁄4¹eł U�√ ÆVłuL�«  UMO��« —u×�

ÆWDO�Ð WOI�«uð W�dŠ UNF{u� w�

∫©±® ‰U¦�
∫WOðü« W�öF�UÐ n�uð WOJO1⁄2UJO� Włu�

∫wðQ¹ U� V�Š« ¨WO1⁄2U¦�UÐ “ ¨d²L²M��U?Ð WÝUI� ”¨’ ¨ ©“ π
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ÆW¹Ë«e�« WŽd��« Æ» ÆWłuL�« WFÝ Æ√
ÆÍ—Ëb�« s�e�« Æœ ÆwłuL�« ‰uD�« Æ?ł
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ΩÊ ∫W�öF�« s� V�×¹ Ê ∫Í—Ëb�« s�e�« Æœ
ÆÀ∂ ΩÊ vKŽ qB×1⁄2 π

≥ Ω ω WLO� i¹uF²ÐË 

WŽdÝË WłuL�«  —UA²1⁄2« WŽdÝ s� q� sOÐ W�öŽ „UM1⁄4 q1⁄4  Êü«Ë
ø e²NL�« jÝu�«  U3⁄4¹eł

Î«bOFÐ ÍœUL�« jÝu�« w� qI²Mð WC³M�« Ê√ ©¥® qJA�« s� kŠö1⁄2
s�e�« —ËdLÐË ¨±” l{uL�« w� ÊuJð ±“ WE×K�« bMŽ ¨U1⁄4—bB� sŽ
V�×ðË W²ÐUŁ UNÐdA²Mð w²�« WŽd��« ÊuJðË ¨ ≤” l{uL�« v�≈ „d×²ð
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WłuL�« —UA²1⁄2« WŽdÝ ∫©¥® qJA�«

ørKFð q1⁄4
w� Îö�U� ÎUOłu� ÎôuÞ lDIð WłuL�« Ê√
 U3⁄4¹e−�« tÐ e²Nð Íc�« X�u�« fH1⁄2

ÆWK�U� …—Ëœ



∂¥∂µ

∫WOðü« W�öF�« w� UL� œœd²�«Ë WłuL�« ‰uÞ s� qJÐ WłuL�« —UA²1⁄2« WŽdÝ j³ðdðË ¨ ”∆ 
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 ΩŸ

∫W�öF�« s� V�×ð UN1⁄2S� jÝu�«  U3⁄4¹eł WŽd�Ð oKF²¹ ULO� U�√

W�u�u� WłuL�« Êu� ‰UŠ w�ËÆWłuL�« UNÐ n�uð w²�« W�öF�« o�Ë s�e�« l� …dOG²� w1⁄4Ë ¨’∆ 
“∆

ΩÃŸ

∫W�öF�« s� ¡Íe−�« WŽdÝ V�×ð ¨VOł W�«bÐ
©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©“ ω ≠” �® U²ł Â ’ ω ≠ Ω ©“® ÃŸ

∫UNO� ÊuJ¹ w²�« WDIM�« bMŽ  U3⁄4¹e−K� WŽdÝ d³�√ ÊuJðË

ÆÂ ’ ω ΩvLEF�« ÃŸ ¨± ± Ω ©“ ω ≠” �® U²ł

œËbA� q³Š w� Ã«u�_« ≥≠ ≤
vKŽ WE�U×� q³×�« w� dA²Mð WC³M�« ÊS� ¨©∂® qJA�« w� sO³� u1⁄4 UL� œËbA� q³Š w� WC³1⁄2 Àb×1⁄2 U�bMŽ

Æt� ‰«uÞ_« …bŠË W�U¦� vKŽË q³×�« w� bA�« —«bI� vKŽ WC³M�« UNÐ qI²Mð w²�« WŽd��« bL²FðË ¨UNKJý
¡e−�« Ÿ—U�ðË ¨…dz«œ s� Î«¡eł WC³M�« qJý ÒbF1⁄2 ¨q³×�« w� WC³M�« —UA²1⁄2« WŽdÝ œb×ð w²�« W�öF�« œU−¹ù

ÆÎU¹e�d� ÎUŽ—U�ð e²NL�«
e�dL�« ÁU−ðUÐ bA�« wðu� WKB×� ÊuJðË ¨WDI1⁄2 q� w� q³×K� ÎUÝUL� ÊuJð bA�« …u� Ê√ qJA�« s� kŠö1⁄2

U¹«Ëe�« ÊuJð q³×�« ‰uDÐ W1⁄2—UI� Î«dOG� WC³M�« WFÝ Êu� ‰UŠ w�Ë ¨ ©Â®
W¹Ë«e�« ÊuJð U�bMŽ ¨θ θ Uþ θUł V¹dI²�« Â«b�²Ý« lOD²�1⁄2Ë ¨…dOG�

ÆÍdz«b�« d¹bI²�UÐ W�OI�
θ‘≤  θUł ‘ ≤ Ω ’ ‚ Σ ¨ dH� Ω ” ‚ Σ

Æ ‰ ∆ UN�uÞ w²�« q³×�« WFD� WK²� ∫ „ YOŠ ¨
≤Ÿ „

o1⁄2 Ω θ ‘ ≤

W�öF�«  œËbŠ  VOðd²ÐË  ¨θo1⁄2 ≤ Ω  ‰ ∆ Ë ¨ ‰∆ „
‰ Ω „ Ê√ ULÐË

∫vKŽ qB×1⁄2 ‰ ∆ Ë „ s� q� rO� i¹uFðË WIÐU��«

©≥ ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
‰ ‘  

„
Ω Ÿ  

jÝu�«  U3⁄4¹eł WŽdÝ ∫©µ® qJA�«

‘‘

Â

Â

θ

œËbA� q³Š w� Ã«u�_« ∫©∂® qJA�«



∂¥∂µ

©≤® ‰U¦�
Æ jO��« w� WłuL�« WŽdÝ —«bI� bł ¨qJA�« w� UL� sðuO1⁄2 ±∞ t1⁄2“Ë qI¦Ð rž ±µt²K²�Ë rÝ ∂∞t�uÞ jOš jÐ—

∫q(«
  

‰ ‘  
„

Ω Ÿ    

¥∞∞  Ω 
∞,∂ x±∞

∞,∞±µ
Ω    

Æ À ØÂ ≤∞  Ω Ÿ  

Ã«u�_« w� W�UD�« ¥≠ ≤
Í√ w� WłuLK� W³ŠUBL�« W�UD�« —«bI� bL²F¹Ë ¨dš¬ v�≈ ÊUJ� s� Ã«u�_« ‰UJý√ lOLł w� W�UD�« qI²Mð

Æq�UM�« jÝu�« W�U¦�Ë œœd²�«Ë WF��« vKŽ WOM�“ WE×�
W�öF�UÐ vDFð q³(« s� ¡e'« «c1⁄4 UNKL×¹ w²�« W�UD�« ÊS� ¨‰∆ t�uÞ œËbA� q³Š s� Î«dOG� Î«¡eł cšQM�

∫WOðü«

Æq³×�«  U3⁄4¹eł WŽdÝ ∫©ÃŸ® Ë ¨ q³×�« s� dOGB�« ¡e−�« WK²� ∫ „ YOŠ ¨ ≤
ÃŸ „

±
≤ Ω◊

ÊS� ¨q³×�« w� WłuL�« WŽdÝ Ω ‰∆
“ ∆  ΩŸ Ê≈ YOŠË ¨“∆ vKŽ sO�dD�« WL�IÐË  ̈≤

ÃŸ ‰∆ „
‰  

±
≤ Ω◊

∫W�öF�UÐ vDFð WłuLK� W³ŠUBL�« WOJO1⁄2UJOL�« …—bI�«

©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆŸ Â
≤’ ≤ω  „

‰
±
≤ Ω …—bI�«

`³Bð nFC�« v�≈ WOłuL�« WF��« …œU¹“ bMŽ t1⁄2√ WIÐU��« W�öF�« s� kŠö1⁄2
’UI1⁄2≈ Ë√ œœd²�« WHŽUC� bMŽË Î̈UIÐUÝ tOKŽ X1⁄2U� U� ·UF{√ ¥ WłuL�« W�UÞ

ÆtOKŽ X1⁄2U� U� ·UF{√ ¥ W�UD�« `³Bð nBM�« v�≈ włuL�« ‰uD�«

∫©≥® ‰U¦�
WF�ÐË ¨eðdO1⁄4 ≤∞ Á—«bI� œœd²Ð WO³Oł Włu� tO� ÀbŠ√ rž≤∞ t²K²�Ë Â¥ t�uÞ ¨ ·dD�« X³¦� ¨œËbA� jOš

∫bł ¨sðuO1⁄2≤ tO� bA�« ÊU� U�bMŽ rÝ≥ U1⁄4—«bI�
ÆjO��« w� WłuL�« WŽdÝ —«bI� Æ√

ÆWłuL�« UNKIMð w²�« WOJO1⁄2UJOL�« …—bI�« Æ»

¨q³×K� WO�uD�« W�U¦J�« „
‰

vL�ð

…bŠuÐ ”UIðË ‰uD�« …bŠË WK²� w1⁄4Ë

ÂØ rG�



∂∂∂∑

∫q(«

ÀØÂ≤∞ Ω  ¥x≤
∞,∞≤

Ω   
‰ ‘  
„

 Ω Ÿ Æ√

Ÿ Â
≤’ ≤ω  „

‰   
±
≤  Ω …—bI�« Æ»

Æ◊«Ë ∞,∑± Ω ≤∞x ≤©∞,∞≥® ≤©≤∞x π≤® ∞,∞≤
¥

±
≤ Ω  

Superposition of Waves ∫Ã«u�_« V�«dð µ≠ ≤
¨bŠ«Ë jÝË w� d¦�√ Ë√ ÊU²łu� bł«u²ð U�bMŽ
lOLł ©WKB×�® ŸuL−� u1⁄4 jÝu�« w� »«dD{ôU�
WDI1⁄2 bMŽ  W−ðUM�« WOKJ�«  WF��«  ÊuJðË ¨W−ðUM�«   «dOŁQ²�«
 UF��Íd³−�« ŸuL−L�«w1⁄4WOM�e�«WE×K�« fH1⁄2w�ËWMOF�

ÆjÝu�« p�– w� Ã«u�_« lOLł
sO²C³M� qB×¹ U� sO³¹ Íc�« —ËU−L�« qJA�« sFLð
sO²�U×�« w�  ÊU�d²Hð rŁ ¨ÊUOI²Kð U�bMŽ  ¨bŠ«Ë q³Š w�

∫ sO²Oðü«
Í√ WFÝ s� d³�√ ÊuJð ©∑® qJA�« w� WF��« Ê√ kŠö1⁄2

s� W−ðUM�« WF��« ÊS� ¨©∏® qJA�« w� U�√ ¨Î¡UMÐ Îöš«bð U²Kš«bð sO²łuL�« Ê√ Í√ ªUN� sO²1⁄2uJL�« sO²łuL�« s�
ÆÂ«b1⁄4 qš«bð u1⁄4 W�U×�« Ác1⁄4 w� ZðUM�« qš«b²�«Ë ¨sO²łuL�« s� Í√ WFÝ s� q�√ sO²łuL�« qš«bð

∫ÎUO{U¹— 5²łu� lLł
sO²O³Oł sO²łu� qš«bð s� W−ðUM�« WłuL�« »U�×�
fH1⁄2 ULN�Ë ¨ ÁU−ðô« fH1⁄2 w�Ë jÝu�« fH1⁄2 w� Ê«dO�ð
W¹Ë«“ w� ÊUHK²�ð sJ�Ë ¨włuL�« ‰uD�«Ë œœd²�«Ë WF��«

Æ—uD�«
©φ ´ “ ω ≠” �® Uł Â ’ Ω ©“® ±’

©“ ω ≠” �® Uł Â ’ Ω ©“® ≤’
∫sO²¹Ë«“ lL−� WO{U¹d�« WIÐUD²L�« Â«b�²ÝUÐ

©
» ´ √

≤  ® Uł © 
» ≠ √

≤  ® U²ł≤ Ω » Uł ´ √ Uł

¡UM³�« qš«b²�«∫©∑® qJA�«

Â«bN�« qš«b²�« ∫ ©∏® qJA�«



∂∂∂∑

∫Z²M¹ sO²łuL�« sOðU1⁄4 lLł bMŽ
©µ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©

φ
≤ ´ “ ω ≠”� ® Uł ©

φ
≤ ® U²ł Â ’≤ Ω ≤’ ´ ±’ Ω ’

¨©
φ
≤ ® U²ł Â ’≤ ∫ W�öF�UÐ vDFð W−ðUM�« WF��« Ê√ Í√

©
φ
≤ ® U²ł WLO� ÊuJð U�bMŽ Â ’≤ W¹ËU�� ÈuBI�« UN²LO� ÊuJðË

ÊuJð U�bMŽ Îö¦L�Æ«cJ1⁄4Ë  ̈π¥¨π≤  ̈∞ΩφbMŽ Í√ ¨vLEŽ WLO�
ÊuJðË ¨Î¡UMÐ Îöš«bð Êöš«b²ð sO²łuL�« ÊS� ¨∞ Ω φ  —uD�« W¹Ë«“
¨«cJ1⁄4Ë¨ÆÆÆ ¨πµ ¨π≥¨ π  Ω  φ   bMŽ dHBK� W¹ËU�� WF��«

ÆÎU�«b1⁄4 Îöš«bð W�U×�« Ác1⁄4 w� ÊU²łuL�« qš«b²ðË

WOJO1⁄2UJO*« Ã«u�_« „uKÝ ∂≠ ≤
¨œœdðË włu� ‰uÞË ¨WFÝ UNM� qJ� Ê≈ –≈ ¨ÂUF�«  n�u�« YOŠ s� WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« lOLł tÐUA²ð

Æ UłuL�« ÁcN� …b�uL�«  U3⁄4¹e−�« W�dŠË ¨tO� qI²Mð Íc�« jÝu�« WFO³Þ vKŽ bL²Fð W�Uš WŽdÝË

ÆœuO×�«Ë qš«b²�«Ë —U�J1⁄2ô«Ë ”UJF1⁄2ô« YOŠ s� WOJO1⁄2UJOL�«  UłuL�« „uK�� dO�Hð wðQ¹ ULO�Ë

∫U1⁄4—U�J1⁄2«Ë Ã«u�_« ”UJF1⁄2«
bFÐ WC³MK� Àb×¹ «–U� sJ� ¨dš¬v�≈ ·dÞ s� q³×�« d³Ž qI²Mð WC³M�« Ác1⁄4 ÊS� ¨q³Š w� WC³1⁄2 Àb×1⁄2 U�bMŽ

∫wðü« ◊UAM�UÐ ¡«dłSÐ r� p�– W�dFL� øq³×K� dšü« ·dD�« qBð Ê√

q³Š w� Ã«u�_« ”UJF1⁄2« ∫ ©±® ◊UA1⁄2

ÆjÐd�Ë ¨q¹uÞ q³Š ∫  «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

rŁ ¨„bOÐ ÁbýË ¨—ËU−L�« qJA�« w� UL� q³×�« X³Ł
ÆtO� WC³1⁄2 ÀbŠ√

bFÐË X³¦L�« ·dD�« UN�u�Ë q³� WC³M�« —UA²1⁄2« V�«—
ÆUN²�dŠ ÁU−ð« fJFð Ê√

ÆX³¦L�« ·dD�« UN�u�Ë q³� WC³M�« qJý rÝ—«
ÆUNÝUJF1⁄2« bFÐ WC³M�« qJý rÝ—«

q³×�« w�dÞ bŠ√ ÊuJ¹ U�bMŽ WIÐU��«  «uD��« bŽ√
ÆqJA�« w� UL� XO³¦²�« œuLŽ vKŽ ‚ôe1⁄2ô« UNMJL¹ …dOG� WIKŠ WÞUÝuÐ ÎU²³¦�

¡UM³�« qš«b²�« ∫©π® qJA�«



∂∏∂π

 Íc�« qFH�« œ— V³�Ð p�–Ë —«b−�« w� ÎU²³¦� q³×�« ·dÞ ÊuJ¹ U�bMŽ qHÝ√ v�≈ fJFMð WC³M�« Ê√ XEŠô pKF�
 ÎUÞuÐd�® Î«dŠ q³×�« ·dÞ ÊuJ¹ U�bMŽ U�√ ¨vKŽ√ v�≈ —«b−K� q³×�«  U3⁄4¹eł bý W−O²1⁄2 q³×�«vKŽ —«b−�« tO� dŁR¹

Æ—«b−�« vKŽ dŁRð ô q³×�«  U3⁄4¹eł Ê_ ªvKŽ√ v�≈ fJFMð WC³M�« ÊS� ¨©wÝ√— VOC� vKŽ „d×²ð WIKŠ w�

Standing Waves ∫W�u�u*« Ã«u�_«
 jÝu�«  w� sO��UF²� sO1⁄4U−ð«  w� ÊU�d×²ð sO²łu� w�öð s� W−ðUM�«  Ã«u�_« W�u�uL�«  Ã«u�_UÐ  bBI¹

Æœœd²�«Ë WF��« fH1⁄2 ULN� ÊuJ¹Ë ¨t�H1⁄2

∫œËbA� q³Š w� W�u�u*« Ã«u�_«  Æ√
 w� ÊU�d×²ð ¨©±∞®qJA�« w� UL� sO�dD�« X³¦� œËbA� q³Š w� sO²łu� qO�ð W�u�uL�« Ã«u�_« ·dF²²�

 ∫WOðü« WO{U¹d�« …—uB�UÐ sO²łuL�« UMK¦� «–S� ¨włuL�« ‰uD�«Ë œœd²�«Ë WF��« fH1⁄2 ULN�Ë ¨sO��UF²� sO1⁄4U−ð«

©“ ω ≠”�® Uł Â ’ Ω ©“¨”® ±’

©“ ω ´”�® Uł Â ’ Ω ©“¨”® ≤’

∫wðQ¹ UL� sO²łuL�« sOðU1⁄4 lLł ZðU1⁄2 ÊuJO�
©∂  ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ © “ ω ®U²ł ©”� ® Uł Â ’ ≤ Ω ’

Æ©”® l{uL�« vKŽ WF��« —«bI� bL²F¹Ë ¨©”� ® Uł Â ’ ≤ Ω W−ðUM�« WłuL�« WFÝ Ê√ kŠô
 bIF�UÐ  vL�ðË  W²ÐUŁ  ◊UIM�«  Ác1⁄4  ÊuJðË  ¨∞  Ω  ©”�  ®  Uł  YOŠ  …œb×�  l{«u�  w�  WłuL�«  WFÝ  ÂbFMð

ÆÎ«bIŽ ÎULz«œ tO�dÞ bMŽ q³×K� XO³¦²�« ◊UI1⁄2 qJAðË ¨©Nodes®
∫W�öF�« w� ÷uF1⁄2 ¨ ‰ t�uÞ Íc�« q³×�« w� W�u�uL�« WłuLK� włuL�« ‰uD�« W�dFL�Ë 

 ÆÆÆ¨≤ ±¨± ±¨∞ Ω `O×� œbŽ Ê ¨π Ê Ω ”�  ∫Ê√ Í√¨ dH� Ω ©”� ® Uł

 sJL� ‰uÞ q�√Ë  ̈ λÊ
≤   Ω”  bMŽ Í√ ¨bIF�« U1⁄4bMŽ Àb×ð w²�« ◊UIM�« vKŽ qB×1⁄2  π≤

λ
  Ω �  i¹uF²ÐË

 wÝUÝ_« œœd²�« vL�¹Ë ¨sJL¹ U� q�√ U1⁄4œœdð ÊuJ¹ w²�« WłuL�« w1⁄4 WOÝUÝ_« WłuL�«Ë  Æ λ
≤  Ω‰  bMŽ q³×K�

∫W�öF�UÐ vDF¹Ë ¨©±œ®

© ∑ ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ 
‰ ‘      

 „  
 

±
‰≤  Ω Ÿ

λ
Ω ±œ 

Æ`O×� œbŽ Ê YOŠ¨±œ Ê Ω œ W�öF�UÐ vDF¹ W�u�uL�« Ã«u�_« œœdð ÊS� ÂUŽ qJAÐË
 ÊuD³�« ◊UIM�« Ác1⁄4 vL�ðË sJL¹ U� d³�√ “«e²1⁄4ô« WFÝ ÊuJð ¨± Ω ©”� ® Uł YOŠ Èdš√ l{«u� w�Ë

 Æ©Antinodes®
ÆÍœd� œbŽ Ê YOŠ  ̈ λÊ

¥   Ω” ¨ πÊ
≤  Ω ”�  ∫Ê√ Í√¨± ± Ω ©”� ® Uł

W�u�uL�« Ã«u�_« ∫©±∞®qJA�«

 W�u�uL�« Ã«u�_« w� W�UD�«
 qÐ  WłuL�«  l�  qI²Mð  ô

ÆbIF�« ◊UI1⁄2 sOÐ dB×Mð



∂∏∂π

∫©¥® ‰U¦�

∫rÝ ¥∞ t�uÞ q³Š w� ÊU²Oðü« ÊU²łuL�« XKš«bð
©“≤ ´” π

¥ ® Uł¥ Ω ©“¨”® ≤’ ¨ ©“ ≤ ≠” π
¥  ® Uł ¥ Ω ©“¨”® ±’

ÆWO1⁄2U¦�UÐ ”UI¹ s�e�«Ë ¨d²L²M��UÐ ”UIð ’¨” YOŠ
ÆbIF�« ◊UI1⁄2 l{u� Æ≤  ÆwłuL�« ‰uD�« Æ± ∫bł

∫q(«

ÆrÝ ∏ Ω λ ¨ π
¥ Ω π≤

λ  Ω� Æ±

rÝ¥∞¨ÆÆÆ¨±≤ ¨∏ ¨¥ ¨٠ Ω λÊ
≤  Ω” Æ≤

∫VOÐU1⁄2_« w� WOz«uN�« …bLŽ_«  Æ»
aHM�«  ü« s� U1⁄4dOžË ÍUM�«Ë …d�UB�« w� UL� WOz«uN�« VOÐU1⁄2_« w� W�u�u� WO�uÞ Ã«u�√ vKŽ ‰uB×�« sJL¹

ÁU−ð« w� sO²��UF²� sO²łu� sOÐ  qš«bð À«bŠ≈ o¹dÞ sŽ ¨WOIOÝuL�«
t�«dÞ√ Êu�Ë ¨»u³1⁄2_« ‰uÞ vKŽ Ã«u�_« Ác1⁄4 œœdð bL²F¹Ë ¨ULN²�dŠ

ÆWŠu²H� Â√ WIKG� ©tðU¹UN1⁄2 ®
ÊuJ¹ ©±±® qJA�« w� kŠöð UL� ∫·dD�« Õu²H� »u³1⁄2√
ÊuJ¹Ë ¨»u³1⁄2ú� Õu²HL�« ·dD�« s� ÎU³¹d� ÎULz«œ sD³�« l�u�

∫ UłuL�« ·UB1⁄2√ s� `O×� œbF� ÎU¹ËU�� »u³1⁄2_« ‰uÞ

∫vKŽ qB×1⁄2 ¨
Ÿ
œ  Ω λ  Ê√ ULÐË ¨ λ

≤  Ê Ω ‰ 

©∑®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
Ÿ Ê
‰≤ Ω œ 

 bMŽ s�U��« ¡«uN�« w� ÀØÂ≥¥∞ ÍËU�ðË ¡«uN�« w�  uB�« WŽdÝ ∫ Ÿ ¨`O×� œbŽ ∫Ê ¨YOŠ   

Æ”Ú ≤∞ …—«dŠ Wł—œ
UM1⁄4Ë ¨XO³¦²�« ◊UI1⁄2 u1⁄4 bIF�« ÊUJ� ÊuJ¹ ¨sO�dD�« X³¦L�« q³×�« w� UL� ∫·dD�« oKG� »u³1⁄2√
»u³1⁄2_« ‰uÞ ÊuJ¹Ë ¨©±≤® qJA�« dE1⁄2« ¨WOłuL�« bIFK� ÎU1⁄2UJ� ÎULz«œ oKGL�« ·dD�« ÊuJ¹

∫W�öF�« s� …b�u²L�« Ã«u�ú� œœd²�« vDF¹Ë ∫ UłuL�« ŸUÐ—√ s� Íœd� œbF� ÎU¹ËU��

∫tM�Ë ¨Íœd� œbŽ Ê YOŠ ¨ λ
¥  Ê Ω ‰ 

©∏ ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ Ÿ Ê
‰¥ Ω Ÿ

λ
Ω œ   

 

sO�dD�« Õu²H� »u³1⁄2√ ∫©±±® qJA�«

·dD�« oKG� »u³1⁄2√ ©±≤® qJA�«



∑∞∑±

∫©µ® ‰U¦�
Ã«u�_«  œœdð ”UO� o¹dÞ sŽ d3⁄4³�« W1⁄4u� sŽ ¡UL�« `DÝ oLŽ »U�Š œ«d¹ ¨qJA�« WO1⁄2«uDÝ√  ¡U� d3⁄4Ð
w�  uB�« WŽdÝ X1⁄2U�Ë ¨eðdO1⁄4 µ∞ ÍËU�¹ W�b�²�L�« WłuL�« œœdð ÊU� «–S� ¨¡UL�« sŽ W�JFML�« W�u�uL�«

Æ¡UL�« `D�� sJL� oLŽ d³�√ bł ¨ÀØÂ ≥¥∞ ¡«uN�«

∫q(«

sJL� œœdð q�√ ÊuJ¹
Ÿ Ê
‰¥ Ω œ W�öF�« s�Ë ¨©¡UL�« `DÝ bMŽ® ·dD�« oKG� »u³1⁄2√ UN1⁄2Q� d3⁄4³�« ÒbF1⁄2 Ê√ sJL¹

d²� ±,∑Ω ‰  ∫Ê√ Í√ ¨ ≥¥∞
‰¥  Ωµ∞ ¨

Ÿ
‰¥ Ω œ

U1⁄4œuOŠË Ã«u�_« qš«bð ∑≠ ≤

∫Ã«u�_« qš«bð
ÊUJL�« fH1⁄2 ö²×O� iFÐ l� ULNCFÐ qš«b²�« sOLO�−� sJL¹ ô ¨rKFð UL�

Æt�H1⁄2 X�u�« w�
 qš«b²ð Ê√ WDI1⁄2 w� WO�ö²� Ã«u�√ …bF� sJL¹ ¨Ã«u�_« lLł √b³� vKŽ Î¡UMÐ
w� qš«b²�«  …d1⁄4Uþ s� oI×²K�Ë ¨ÎU�«b1⁄4 Ë√ Î¡UMÐ  qš«b²�«  ÊuJ¹ b�Ë ¨UNMOÐ ULO�

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ r� WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_«

Ã«u�_« qš«bð qO¦9 ∫ ©≤® ◊UA1⁄2

ÆW�—ËË ¨≤œbŽ WO�UHýË ¨—Ułd�Ë ¨…dD��Ë ¨ rK� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

Æ UłuLK� wDI1⁄2 —bB� q¦L²� W�—u�« vKŽ Â WDI1⁄2 œbŠ
dD� nB1⁄2 w� rÝ± U1⁄4—«bI� …œU¹eÐ Â U1⁄4e�d� dz«Ëœ …bŽ rÝ—«

Æ…dz«b�«
ÆsO²O�UHA�« vKŽ dz«Ëb�« d¹uB²Ð r�

Æ”√d�« ‚u� “UNł vKŽ sO²O�UHA�« l{
ÆqJA�« w� UL� UL1⁄4dz«Ëœ lÞUI²ð v²Š iFÐ l� ULNCFÐ sO²O�UHA�« „dŠ

ÆÃ«u�ú� qš«b²�« oÞUM� ◊UIM�« Ác1⁄4 qJA²�ÆÎö¦� dCš_« ÊuK�UÐ dz«Ëb�« sOÐ w�ö²�« ◊UI1⁄2 qKþ

sO²łu� qš«bð∫©±≥® qJA�«
Ã«u�_« ÷uŠ w�
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ÎU×O×� Î«œbŽ ÍËU�¹ WDI1⁄2 w� sO²O�ö²� sO²łuL� —U�L�« ‰uÞ w� ‚dH�« ÊU� «–≈ Î¡UMÐ qš«b²�« ÊuJ¹ ÂUŽ qJAÐ
ÎU¹œd�Ë ÎU×O×� Î«œbŽ ÍËU�¹ —U�L�« ‚d� ÊU� «–≈ ÎU�«b1⁄4 qš«b²�« ÊuJ¹ËÆ λ ÊΩ±‰≠≤‰ Ê√ Í√¨WłuL�« ‰uÞ s�

ÆÍœd�Ë `O×� œbŽ Ê YOŠ ¨ λ 
Ê
≤  Ω±‰ ≠≤‰¨WłuL�« ‰uÞ ·UB1⁄2√ s�

∫œuO(«
nKš  —bB� s�  U1⁄2u×1⁄2 ÂœUI�«  uB�«  ôU×�« s� dO¦� w� lL�1⁄2
w� UL� ¨  UIOFL�« ‰uŠ n²Kð WOðuB�« Ã«u�_« Ê√ vŽ ‰b¹ «c1⁄4Ë ¨—«bł

Æ©±¥®qJA�«
oOF� U1⁄4—U�� ÷d²F¹ U�bMŽ ¡UL�« Ã«u�_ qB×¹ ÎU�«d×1⁄2« Ê√ kŠö1⁄2Ë
‰uD�« vKŽ  UłuL�« w� q�U×�« ·«d×1⁄2ô« —«bI� VÝUM²¹Ë ¨WIO{ W×²HÐ

ÆoOFL�« w� W×²H�« —«bI�Ë UN� włuL�«
Æwðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ r� ¨UNOKŽ bL²Fð w²�« q�«uF�«Ë œuO×�«Ë qš«b²�« wðd1⁄4Uþ s� Îö� ·dF²²�Ë

 

¡U*« Ã«u�√ w� œuO(«Ë qš«b²�« ∫ ©≥® ◊UA1⁄2

ÆW×²� tÐ w1⁄2bF� ełUŠË ¨¡U�Ë ¨¡U� ÷uŠ ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš 

w� Ã«u�_« ÷uŠ w� sO²łu� À«bŠSÐ r� 
w� UL� qš«bð jL1⁄2 vKŽ qB×²� ¨t�H1⁄2 X�u�«
UNO� ÂbFMð w²�« oÞUML�« kŠô ¨—ËU−L�« qJA�«

Æ UłuL�«
÷uŠ w� W×²�  tÐ ÎUHOHš ÎUO1⁄2bF�  Î«ełUŠ l{
√dD¹ «–U� kŠôË ¨Włu� ÀbŠ√ ¨Ã«u�_«

Æp�– d�� ÆÀb×¹ U� kŠôË ¨ełU×�« w� W×²H�« —«bI� dÒOž ¨UNOKŽ

W×²� s� œuO×�« ∫©±¥® qJA�«
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∫WOðü« rO1⁄4UHL�UÐ wMF1⁄2 «–U�∫±”
øœuO×�« ¨qš«b²�« ¨włuL�« ‰uD�« ¨WOJO1⁄2UJOL�« WłuL�«

∫UNM� W3⁄4ÞU��«  «—U³F�« »u� rŁ øW3⁄4ÞUš UN¹√Ë ø W³zU� WOðü«  «—U³F�« s� Í√∫≤”
ÆWłuL�« —UA²1⁄2« l� …b�UF²� WO�uD�«  UłuL�« w�  U3⁄4¹e−�« W�dŠ ÊuJð ≠√

ÆWIÐU��« WŽd��« ·UF{√ ¥ tO� WłuL�« WŽdÝ `³Bð ¨tOKŽ ÊU� U� wHF{ q³Š w� bA�« `³B¹ U�bMŽ ≠»
ÆUNKJý dOG²¹ Ê√ ÊËœ s� ·dD�« X³¦� œËbA� q³Š w� WłuL�« fJFMð ≠?ł

ÆWłuL�« —UA²1⁄2« WŽdÝ lÐd� l� WOJO1⁄2UJO� Włu� UNKIMð w²�« …—bI�« VÝUM²ð ≠œ

rOI�« Âb�²ÝUÐ ¨eðdO1⁄4±∞ U1⁄4œœdð W{dF²�� Włu� —ËU−L�« w1⁄2UO³�« rÝd�« q¦L¹∫≥”
∫wðQ¹ U� bł ¨rÝd�« vKŽ WMO³L�«

ÆWłuL�« WFÝ ≠√ 
ÆÍ—Ëb�« s�e�« ≠»

ÆWłuL�« —UA²1⁄2« WŽdÝ ≠?ł

YOŠ ¨œËbA� q³Š w� W{dF²�� Włu� q¦Lð ©“ 
π
≤  ´  ”π® Uł ∞[≤ Ω ’ W�öF�« X1⁄2U� «–≈ ∫¥”

∫wðU¹ U� bł ¨WO1⁄2U¦�UÐ s�e�«Ë d²L�UÐ ”UIð ”¨’
ÆWłuL�« —UA²1⁄2« ÁU−ð« ≠√

ÆWO1⁄2UŁ± Ω“ ¨ d²� ∞[µ Ω” bMŽ WłuL�« ŸUHð—« ≠»
ÆÂØrž ∂∞ q³×K� WO�uD�« W�U¦J�« X1⁄2U� «–≈ WłuLK� W³ŠUBL�« …—bI�« ≠?ł

Æ¥ q³×�« w� bIF�« œbŽ ÊU� «–≈ ¨ Â ±[µ t�uÞ sO�dD�« X³¦�Ë œËbA� q³Š w� W�u�u� Włu� ∫µ”
øwłuL�« ‰uD�« —«bI� U� ≠√

ÆW�u�uL�« WłuL�« qJý rÝ—« ≠»
øsOLO�« WNł s� Î«bŠ«Ë Î«d²� q³×�« ·dÞ sŽ bF³ð WDI1⁄2 bMŽ …bIŽ Â√ sDÐ „UM1⁄4 ÊuJ¹ q1⁄4 ≠?ł
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 ¨t�uKÝË Á—œUB�  X�dŽ Ë ¨¡uC�«  WIÐUÝ ·uH� w�  XÝ—œ
 q1⁄4Ë  ø¡uC�«  WFO³Þ  U�  sJ�  ¨ UÝbF�«Ë  U¹«dL�«  w�  —uB�«  ÊuJð  Ë
 d1⁄4«uE�« w�  ¡uC�« „uKÝ d�H1⁄2 nO�Ë ø Ułu� Ë√  ULO�ł s� ÊuJ²¹

øœuO×�«Ë ¨qš«b²�«Ë ¨—U�J1⁄2ô«Ë ¨”UJF1⁄2ù« ∫q¦� ¨WHK²�L�«
 p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4

∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË  ¨qBH�« «c1⁄4
ÆWO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« ·dF²ð Æ±

ÆwłuL�«Ë wLO�−�« sOł–uLM�« vKŽ Î¡UMÐ ¡uC�« „uKÝ d�Hð Æ≤
ÆWOzuC�« Ã«u�ú� qš«b²�« ÂuNH� s� oI×²ð Æ≥

ÆWOzuC�« Ã«u�ú� œuO×�« ÂuNH� ·dF²ð Æ¥
ÆœuO×�«Ë qš«b²K� WOKLF�«  UIO³D²�« iFÐ ·dF²ð Æµ

Æ¡uCK� włuL�« „uK��« s� oI×²K� WOKLF�« »—U−²�«Ë WDA1⁄2_« iFÐ cHMð Æ∂
ÆWIÐU��« rO1⁄4UHL�« vKŽ WDO�Ð W¹œbŽ qzU�� q×ð Æ∑

WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« ∑≠ ≤
 WOLO�−�« W¹dEM�«  XOIÐË ¨tÐ WD³ðdL�« d1⁄4«uE�« dO�Hð Ë ¡uC�« WFO³Þ rN� ÂbI�« cM� ¡ULKF�«Ë WHÝöH�« ‰ËUŠ
 ¨dAŽ lÝU²�« ÊdI�« W¹«bÐ v²Š sðuO1⁄2 o×Ý« wzU¹eOH�« r�UF�« U1⁄4UM³ð w²�« ©dGB�« WO1⁄4UM²�   ULO�ł ¡uC�« Ê√ Í√ ®
  «c1⁄4 qA� ]sJ�Ë  ¨—U�J1⁄2ô«Ë ”UJF1⁄2ôU� ¡uC�« „uKÝ rEF� dO�Hð w� ÊuOzU¹eOH�« tOKŽ bL²Ž« Íc�« ”UÝ_« w1⁄4
 r�UF�« ¡Uł v²Š  ¨t�«b³²Ý« Ë√ tK¹bF²� b×ð  ÂU�√ ¡ULKF�« l{Ë Èdš_« WOzuC�« d1⁄4«uE�« iFÐ dO�Hð w� Ã–uLM�«
 ”UJF1⁄2ô« wðd1⁄4Uþ dO�Hð  ŸUD²Ý«Ë ¨¡uCK� włuL�« Ã–uLM�«  Õd²�«Ë  (Huygens®  Â±∂∑∞eM−¹U1⁄4 ÍbM�uN�«
 qš«bð o¹dÞ sŽ WÐd−²�UÐ X³Ł√Ë ,(Young® Â±∏∞≥ mM¹ r�UF�« ÁbFÐ s� ¡UłË ÆÃ–uLM�« «c1⁄4 V�Š —U�J1⁄2ô«Ë

ÆWOłu� WFO³Þ Ë– ¡uC�« Ê√ ¡uC�«
 UL1⁄4bŠ√ ∫sO�U−� s� ÊuJ²ð WO�OÞUMG�ËdN� Ã«u�√ ¡uC�« Ê√ Maxwell q¹u��U� r�UF�« X³Ł√ Â±∏∂µ ÂUŽ w�
 sOÐ ‚dH�«Ë ©±® qJA�« dE1⁄2«¨W²ÐUŁ WŽd�Ð ¡UCH�« w� Ê«dA²M¹Ë s�e�« l� Ê«dOG²¹ ¨w�OÞUMG� dšü«Ë ¨wzUÐdN�

ÆjI� włuL�« œœd²�« w� u1⁄4 Èdš_« WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_«Ë ¡uC�«

¡uC�« WFO³Þ ≥
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`KB¹ sOł–uLM�« ö� Ê√ vKŽ »—U−²�« XÒ�œ ø`�_« u1⁄4 sOł–uLM�« Í√
ÎU1⁄2UOŠ√ pK�¹ ¨WłËœe� WFO³Þ ¡uCK� Ê√ Í√ ª¡uCK�  U�uK��« iFÐ dO�H²�

ÆÃ«u�_« „uKÝ Èdš√ ÎU1⁄2UOŠ√Ë ¨ ULO�−�« „uKÝ

∫w�OÞUMG�ËdNJ�« nOD�«
h�ð w²�«  «dOG²�« s� sOF� Èb� sŽ dO³F²K� nOD�« WLK� Âb�²�ð
Ã«u�ú�  WHK²�L�«  «œœd²�« w�OÞUMG�ËdNJ�« nOD�« qLA¹Ë  ¨U� WH�
¨wzdL�« ¡uC�« Ã«u�√Ë ¨n¹ËËdJOL�«Ë u¹œ«d�« Ã«u�U� ¨WO�OÞUMG�ËdNJ�«
s� U1⁄4dOžË ¨WO−�HM³�« ‚u� WIDML�« p�c�Ë ¡«dL×�« X×ð ¡uC�« WIDM�Ë
oÞUML�« sO³¹ ©≤® qJA�«Ë ¨U�Uł WFý√Ë ¨WOMO��« WFý_« ∫q¦� ¨ UŽUFýù«

∫wðQ¹ UL� w1⁄4Ë ¨w�OÞUMG�ËdNJ�« nODK� WHK²�L�«
∫u¹œ«d�« Ã«u�√

wŽ«–ù« Y³�« w� Âb�²�ðË ¨r� ≥ v�≈ rÝ ≥∞ s� włuL�« UN�uÞ ÕË«d²¹
ÆÍ“UHK²�«Ë

∫n¹ËËdJOL�« Ã«u�√
ÕË«d²¹Ë ¨włuL�« ‰uD�« dB� YOŠ s� …dýU³� W¹u¹œ«d�« Ã«u�_« wKð
 ôUBðô« w� Âb�²�ðË ¨rÝ ∞[≥ v�≈ rÝ≥∞∞ s� włuL�« UN�uÞ

ÆÂUFD�« sO��ðË wND� W�U{≈ ¨bFÐ sŽ —UFA²Ýô«Ë
∫¡«dL×�« X×ð WFý_«

 ‰uÞ_« ¡e−�« vKŽ oKD¹Ë ¨n¹ËËdJOL�« Ã«u�√Ë wzdL�« nOD�« sOÐ lIð
Ã«u�_« Âb�²�ð ULMOÐ ¨wKOK�« d¹uB²�« w� Âb�²�ðË ¨W¹—«d×�« Ã«u�_« UNM�

ÆbFÐ sŽ rJ×²�« w� ÎôuÞ dB�_«
∫wzdL�« ¡uC�«

¡uC�«Ë ¨ÊËdJ¹U� ∑∞∞ ≠ ≥µ∞ sOÐ t²łu� ‰uÞ ÕË«d²¹Ë ¨sOF�« tÐ f×ð
Êu� q�Ë ¨UNFOLł Ê«u�_« s� V�d� ¡u{ fLA�« s� UMKB¹ Íc�« wzdL�«

ÆtÐ ’Uš włu� ‰uÞ t� nOD�« s�

s� sOF� Èb� vKŽ ¡uC�« oKD¹
Íc�«  ¨w�OÞUMG�ËdNJ�«  nOD�«

ÆtÐ ”U�Šù« sOFK� sJL¹

WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« ∫©±® qJA�«
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Ád¹uBð s�  sJLð  ¨ÊËdJO� ±∞

ÆÎöO�

W¦F³ML�« …—«d×�« f�×²ð wŽU�_« Ê√Ë
s� UNMJL¹  UL� ¨WO×�«  ÂU�ł_«  s�

ÆÎöO� UN�z«d� …œ—UD�
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∫WO−�HM³�« ‚u� WFý_«
¨UNÐ ”U�Šù« W¹dA³�« sOF�« lOD²�ð ôË ¨włuL�« ‰uD�« YOŠ s� tM� dB�√ w1⁄4Ë ¨wzdL�« nOD�« wKð

ÆÎö¦� q×M�U�  «dA×�« iFÐ ÊuOŽ UNÐ ”U�Šù« lOD²�ð b� sJ�Ë
ÊË“Ë_« WI³Þ ÂuIðË ¨ÊU�1⁄2ù« W×BÐ dCðË ¨÷—ú� Íu−�« ·öG�« s� –UHM�« Ã«u�_« Ác1⁄4 iFÐ lOD²�ðË

ÆÂu−M�«Ë  «d−LK� wJKH�« d¹uB²�« w� ¡ULKF�« UN�b�²�¹Ë ¨UNM� d³�_« ¡e−�« ’UB²�UÐ
∫WOM��« WFý_«

VOÐU1⁄2_« vKŽ tÐ—U−ð Íd−¹ ÊU� U�bMŽ W�bB�UÐ Â±∏πµ ÂUŽ Roentgen s−²1⁄2Ë— w1⁄2UL�_« r�UF�« UNHA²�«
Íu−�« ·öG�« ‚«d²š« s� UNMJLð ô UN²�UÞ sJ� ¨włuL�« UN�uÞ hI1⁄2 ULK� WFý_« Ác1⁄4 W�UÞ œ«œeðË ¨WždHL�«

Æ©≥® qJA�« dE1⁄2« ¨ÊœUFL�« sŽ nAJ�«Ë ¨ÂUEF�« d¹uB²� ¨…bŽ  ôU−� w� Âb�²�ðË Æt²�UL�� ÷—ú�
∫U�Uł WFý√

 «—c�« U1⁄4—bB�Ë ¨W�UÞ U1⁄4d¦�√Ë WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« dB�√
vKŽ d�b� dOŁQð UN�Ë ¨ «d−L�«Ë Âu−M�« w� W¹ËuM�«  «—U−H1⁄2ô«Ë WFAL�«
–≈ ªÊUÞd��U� ÷«d�_« W−�UF�  w� ¡ULKF�«  UN�b�²�¹ «c� ªWO×�« U¹ö��«

ÆWO1⁄2UÞd��« U¹ö��« d�bð
 U³�dL�« vKŽ  l{uð  W�Uš  U�−� o¹dÞ sŽ  U�Uł  WFý√ b�— r²¹Ë
ÆU¹«dL�« sŽ fJFMð ô UN1⁄2≈ –≈ ªWFý_« s� U1⁄4dOž sŽ nK²�ðË ¨WOzUCH�«
vKŽ Î¡UMÐ tŽU�ð« ‰bF�Ë tL−ŠË ¨ÊuJ�« q�√ W�dFL� ÎUO�UŠ ¡ULKF�« vF�¹Ë

Æ «d−L�« UNIKDð w²�« U�Uł WFý√ WÝ«—œ

∫WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�ú� w{U¹d�« qO¦L²�«
—u×� ÁU−ð« w� WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« ÊU1⁄2uJ¹ s¹cK�« w�OÞUMGL�«Ë wzUÐdNJ�« sO�U−L�« sŽ dO³F²�« sJL¹

∫WOðü« W�öF�UÐ VłuL�«  UMO��«

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©“ ω ≠”κ® Uł Â?� Ω ?�

©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©“ ω ≠” κ® Uł Â?ž Ω?ž

Æw�OÞUMGL�« ‰U−L�« q¦Lð ∫?ž Ë ¨wzUÐdNJ�« ‰U−L�« q¦Lð ∫ ?� YOŠ
wzUÐdNJ�« ‰U−L�« WLO� sOÐ W³�M�«Ë ¨WłuL�« —UA²1⁄2« jš vKŽ ÍœuLŽ ÁU−ð« w� Ê«e²N¹ sO�U−L�« ö� Ê≈
w1⁄4Ë ¨ÎU³¹dIð ÀØÂ ∏±∞ x≥ ⁄«dH�« w� UN²LO�Ë ¨jÝu�« w� WłuL�« WŽdÝ ÍËU�ð WłuLK� w�OÞUMGL�« ‰U−L�«Ë

∫w1⁄4 WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�ú� włuL�« ‰uD�«Ë œœd²�« jÐdð w²�« W�öF�«Ë ¨f1⁄2U−²L�« jÝu�« w� W²ÐUŁ
ÆwłuL�« ‰uD�« ∫λ¨ œœd²�« ∫œ ¨WłuL�« WŽdÝ∫” YOŠ ¨œ  x λ Ω ”

WOMO��« WFý_UÐ …—u� ∫©≥® qJA�«
ÆÂUEF�« q�UH� jÐd¹ Î«—UL�� dNEð
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∫W�öF�UÐ vDFð¨WO³Oł W�«œ qJý vKŽ wzUÐdNJ�« UN�U−� WO�OÞUMG�ËdN� Włu�

 ¨¡«uN�« w�  UMO��« —u×L� VłuL�« ÁU−ðôUÐ dA²Mð ¨ÂØX�u� ©“±µ±∞x π ≠” ∂±∞ x
π
≥

® Uł≥∞∞ Ω ?�
∫V�Š«

włuL�« ‰uD�« Æ?ł œœd²�« Æ» WF��« Æ√
∫ q(«

Æ‰U−L�« …bA� WLO� vB�√ ¨ÂØX�u� ≥∞∞ Ω WF��« Æ√
Æœ«— ±µ±∞ x π Ω ω Ê√ WIÐU��« W�öF�« s� kŠö1⁄2 ¨œœd²�« Æ»

.eðdO1⁄4 ±¥±∞ xµ Ω œ UNM�Ë
ÆÂ ∂≠±∞ x∂ Ω λ UNM�Ë ¨ ∂±∞ x π

≥
Ωκ ¨WIÐU��« W�öF�« s� V�×¹ ¨włuL�« ‰uD�« Æ?ł

„uKÝË qŽUHð dOG²¹ p�c� ÎUF³ðË ¨tÐ ÎU�Uš ©Î«œœdð® ÎUOłu� ÎôuÞ WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« s� Ÿu1⁄2 q� pK²L¹
∫Îö¦L� ÆWHK²�L�« œ«uL�« l� Ã«u�_« Ác1⁄4

‚«d²š≈ lOD²�ð UN1⁄2√ l� WKOK�  U1⁄2uðuH�« W�UÞË dO³� włuL�« UN�uÞ Ê_ ªu¹œ«d�« Ã«u�QÐ UMMOŽ√ f×ðô
ÆUNÞUI²�« ÍeK� wz«uN� sJL¹ sJ�Ë ¨UM�U�ł√

Æ…—«dŠ v�≈ UN�u×ðË œ«uL�« q³� s� UN�UB²�ô W³ÝUM� WOłu� Îô«uÞ√ ¡«dL×�« X×ð Ã«u�_« pK²Lð
 UMzUJ�« r�ł w� WLŽUM�« W−�1⁄2_« ‚d²�ð UNKF−¹ UL� ªÎ«bł …dOB� WOłu� ‰«uÞ√ UN� WOMO��« WFý_«

ÆÂUEF�« ‚«d²š« lOD²�ðô UNMJ�Ë ¨U1⁄4dOžË WO×�«
 v�≈ WHK²�L�« œ«uL�« l� tKŽUHðË t�uKÝ w� w�OÞUMG�ËdNJ�« nOD�« hzUBš ·ö²š« Èœ√ b�Ë

Æ…UO×�«  ôU−� v²ý w� …œbF²L�« WOłu�uMJ²�«  UIO³D²�«

¡uCK� wLO�'« Ã–uLM�« ≤≠ ≥

∫¡uC�« ”UJF1⁄2«
ÂuJ×� ”UJF1⁄2ô« Ê√Ë ¨©¥® qJA�«  dE1⁄2«  ¨ÂU�ł_« iFÐ sŽ fJFM¹ ¡uC�« Ê√ s�U¦�«  nB�« w� XLKFð

∫”UJF1⁄2ô« w1⁄2u1⁄2UIÐ

vKŽ ÂUIL�« œuLF�«Ë fJFML�« ŸUFA�«Ë j�U��« ŸUFA�« ∫‰Ë_« Êu1⁄2UI�«
ÆbŠ«Ë Èu²�� w� UNFOLł lIð f�UF�« `D��«

Æ≤θ = ±θ ¨ ”UJF1⁄2ô« W¹Ë«“ ÍËU�ð ◊uI��« W¹Ë«“ ∫w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UI�«

qB×¹ UL�  ¨wLO�−�« Ã–uLM�« V�Š ”UJF1⁄2ô« …d1⁄4Uþ dO�Hð sJL¹
¨©µ®qJA�« dE1⁄2«  ̈ Îö¦� W�dG�« WO{—√ Ë√ jzUŠ sŽ W1⁄2d� …dOG� …d� œ«bð—« w�¡uC�« ”UJF1⁄2«∫©¥® qJA�«

±θ≤θ



∑∂∑∑

qJAÐ …dJ�« bðdð¨W³K� WOI�√ WO{—√ vKŽ ÍœuLŽ qJAÐ …dJ�« jI�1⁄2 U�bMF�
l� U� W¹Ë«“ qLFð YO×Ð …dJ�« UMF�œ «–≈ U�≈ ¨¡U�K� WO{—_« X1⁄2U� «–≈ ÍœuLŽ
Èdš_« WN−�« w� W¹Ë«e�« fHMÐ bðdð …dJ�« ÊS� `D��« vKŽ ÍœuLF�« j��«

Æ…d1⁄4UE�« Ác1⁄4 dO�Hð w� `−1⁄2 wLO�−�« Ã–uLM�« Ê√ Í√  ¨ÍœuLFK�

∫¡uC�« —U�J1⁄2«
sŽ ·d×M¹ ¡uC�« ŸUFý  ÊS� dš¬ v�≈ jÝË  s� ¡uC�« qI²M¹ U�bMŽ

¨¡uC�« —U�J1⁄2UÐ ·dF¹ U� «c1⁄4Ë ¨©∂® qJA�« dE1⁄2« ¨sODÝu�« w×DÝ sOÐ q�UH�« b×�« bMŽ ¡vłUH� qJAÐ Á—U��
W¹Ë«“ —«bI�Ë ¨¡uC�« ULNMOÐ qI²1⁄2« s¹c�« sODÝu�« sOÐ w³�M�« —U�J1⁄2ô« q�UF� vKŽ —U�J1⁄2ô« W¹Ë«“ —«bI� bL²F¹Ë

Æ◊uI��«

                                                          
”  

Ÿ
  Ω  

⁄«dH�« w� ¡uC�« WŽdÝ  
jÝu�« w� ¡uC�« WŽdÝ

  Ω©Â® —U�J1⁄2ô« q�UF�

∫qMÝ Êu1⁄2U� s� —U�J1⁄2ô« W¹Ë«“ —«bI� b¹b×ð UMMJL¹Ë
©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤θUł≤Â Ω±θUł±Â

Æ—U�J1⁄2ô« W¹Ë«“ ≤θ Ë¨ ◊uI��« W¹Ë«“ ±θ ∫ YOŠ
  Æw1⁄2U¦�«jÝuK�—U�J1⁄2ô«q�UF�∫≤Â¨‰Ë_«jÝuK�—U�J1⁄2ô«q�UF� ±Â

ÆÁ—U�J1⁄2« q�UF� V�Š jÝu�« w� ¡uCK� włuL�« ‰uD�« dOG²¹Ë

∫©≤®‰U¦�
ÍœuLF�« l� Ú ≥∞ U1⁄4—«bI� W¹Ë«eÐ ¡«uN�« s� ÊËdJ¹U�∞,∑ włuL�« UN�uÞ dLŠ_« ¡uC�« s� W�eŠ XDIÝ

∫V�Š« ¨ ¥  
≥  Ω ¡ULK�Ë ¨ ± Ω ¡«uNK� —U�J1⁄2ô« q�UF� ÊU� «–≈ ¨¡UL�« `DÝ vKŽ ÂUIL�«

Æ¡UL�« w� ¡uCK� włuL�« ‰uD�« Æ» Æ —U�J1⁄2ô« W¹Ë«“ Æ√

∫q(«

≤θUł≤Â Ω±θUł±Â ∫Ê√ b−1⁄2 ¨qMÝ Êu1⁄2U� s� Æ√

ÆÎU³¹dIð Ú ≤± Ω≤θ ¨ ≥
∏

±≠ Uł Ω≤θ Ê–≈  ¨ ≤θUł x ¥  
≥ Ω Ú ≥∞ Uł x±  

±λ
±Â  
≤Â Ω ≤λ ∫Ê« Í√  ̈≤λ  

±λ
 Ω ±Â  

≤Â Æ»

ÆÊËdJ¹U�∞,µ≤µ Ω ∞,∑x≥
¥ Ω ≤λ 

rO�ł ”UJF1⁄2«∫©µ® qJA�«

¡u{ —U�J1⁄2«∫©∂ ® qJA�«

±θ

≤θ

±
Â

≤Â

¡«u1⁄4

¡U� ¥
≥ ΩÂ

±ΩÂÚ ≥∞
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¡uCK� włu*« „uK��« ≥≠ ≥
r�UF�« tŠd²�« Íc�« włuL�« Ã–uLM�« V�Š U1⁄4dO�Hð ‰ËU×1⁄2Ë ¡uC�«  UO�uKÝ iFÐ bM³�« «c1⁄4 w� ”—bMÝ

Æd1⁄4«uE�« Ác1⁄4 dO�Hð UMOKŽ qN�ð w²�« WDA1⁄2_« iFÐ ÷dFMÝË ¨eM−¹U1⁄4

Huygens‘ Principle ∫eM−¹U1⁄4 √b³� 
¡uC�« Ã«u�√ ]Ê√ È√—Ë ¨¡uCK� włuL�« Ã–uLM�« ÷d²�« s� ‰Ë√ eM−¹U1⁄4 ÊUO²�¹d� w1⁄2UL�_« r�UF�« bF¹

¨œUFÐ_« WOŁöŁ UNÒ1⁄2√Ë s¹bFÐ w� qzU��« `DÝ vKŽ „d×²ð w²�« ¡UL�« Ã«u�√ sŽ nK²�ð
s�“ bFÐ WC�u�« Ác1⁄4 dOŁQð dA²MOÝ ¨⁄«dH�« w� WDI1⁄2 bMŽ WC�Ë  b�Ë «–≈ ¨Ôö¦L�
jO×� vKŽ lIð ÎUFOLł UN1⁄2√ Í√ ª…œb×� W�U�� UNMŽ bF³ð w²�« ◊UIM�« lOLł v�≈ dOB�
rÝ« eM−¹U1⁄4 UNOKŽ oKÞ√Ë ¨—«dL²ÝUÐ l�²ð …dJ�« Ác1⁄4Ë ¨…—u�cL�« WDIM�« U1⁄4e�d� …d�
¨Ã«u�ú� ÎU¹u1⁄2UŁ Î«—bB� ÒbFð WłuL�« W�bI� w� WDI1⁄2 q�Ë ¨(Wavefront) WłuL�« W�bI�

Æ©∑® qJA�« dE1⁄2«
Ã«u�_« q¦� ¨WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« ”UJF1⁄2« ÎUIÐUÝ XÝ—œ b�Ë
bMF�  ¨UN�bIð Ë√  UłuL�« dOÝ ÷d²F¹ ełUŠ sŽ œËbA� q³Š w�
Ác1⁄4 ÊS� ‰uIB� `DÝ vKŽ Ì“«u²� qJAÐ  ¡uC�« s� W�eŠ ◊uIÝ
lOD²�1⁄2 eM−¹U1⁄4 Ã–uL1⁄2 V�ŠË ¨UN¹“«uð vKŽ WE�U×� fJFMð W�e×�«

ÆwðQ¹ UL� ”UJF1⁄2ô« …d1⁄4Uþ dO�Hð
W²ÐUŁ Ã«u�_« WŽdÝ Ê√ ULÐË ¨©»® ŸUFA�« p�c�Ë ¨`D��« sŽ fJFM¹ ©√® ŸUFA�« Ê√ ©∏®qJA�« w� kŠö1⁄2
» ¨œ √ » sO¦K¦L�« Ê√ kŠö1⁄2ËÆ?ł v�≈ » s� s�eK� ÎU¹ËU�� œ v�≈ √ s� ‚dG²�L�« s�e�« ÊuJ¹ ¨t�H1⁄2 jÝu�« w�

∫Ê√ Í√ ª Ó” Ω ” tM�Ë¨≤  Ω ±  Ë√ ¨ ≤ U²ł Ω ± U²ł UNM�Ë ¨?ł »
œ »  Ω œ √

œ » ∫Ê√ Í√ ¨ÊUIÐUD²� œ ?ł
Æw1⁄2U¦�« ”UJF1⁄2ô« Êu1⁄2U� u1⁄4 «c1⁄4Ë ¨”UJF1⁄2ô« W¹Ë«“ Ω ◊uI��« W¹Ë«“

ø¡uC�« —U�J1⁄2« włuL�« Ã–uLM�« d�H¹ nO� sJ�
u1⁄4 UL� sODÝu�« sOÐ q�UH�« `D��« WOzuC�« WFý_« W�eŠ qBð U�bMŽ
s�e�« ÊuJ¹Ë ¨U1⁄4—U�� sŽ ·d×Mð Ã«u�_«  U�bI� ÊS� ¨ ©π®qJA�« w� sO³�
‚dG²�L�« s�eK� ÎU¹ËU�� ©œ √® W�U�L�« j�U��«  ŸUFA�« lDI¹ w� ‚dG²�L�«

Æ©?ł »® d�JML�« ŸUFAK�

Æ≤  Uł œ »
±  Uł œ » Ω ?ł »

œ √ Ω ≤Ÿ
±Ÿ  ∫Ê√ Í√¨?ł »

≤Ÿ Ω œ √
±Ÿ Ω“

ÆqMÝ Êu1⁄2U� vKŽ qB×1⁄2 WIÐU��« W�öF�« w� i¹uF²�UÐË ¨ ±Â
≤Â Ω ≤Ÿ

±Ÿ ∫Ê√ YOŠË

©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤ Uł ≤Â Ω ± Uł ±Â

eM−¹U1⁄4 √b³�∫©∑® qJA�«

√

»

?ł

œ
± ≤

Ó””

¡uC�« ”UJF1⁄2«∫©∏® qJA�«
±

√

œ»

?ł
±

≤

¡uC�« —U�J1⁄2«∫©π® qJA�«

≤

±
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∫¡uC�« qš«bð
W−ðUM�« WłuL�« cšQðË ¨jÝu�« fH1⁄2 w� ÊU²łu� qI²Mð U�bMŽ Àb×ð qš«b²�« …d1⁄4Uþ ÊS� ÎUIÐUÝ XLKŽ UL�
øs¹—bB� s� ¡uCK� qš«bð Àb×¹ Ê√ sJL¹ qN� ÆWDI1⁄2 q� bMŽ ÎU¹d³ł sO²łuL�« lLł q�UŠ ÊuJ¹ Î«b¹bł ÎöJý

Æ¡uCK� WOłuL�« WFO³D�«  U³Łù ÎUJ×� ‰«R��« «c1⁄4 ÊU� bI�

∫mM¹ WÐd&
Ã–uLM�« rŽœ w� m�UÐ dŁ√ Â±∏∞± ÂUŽ mM¹ ”U�uŁ wzU¹eOH�« WÐd−²� ÊU�
¡uC�« —Ëd� bMŽ qš«b²K� sOF� jL1⁄2 vKŽ qBŠ U�bMŽ p�–Ë ¨¡uCK� włuL�«

Æ©±∞® qJA�« w� UL� ¨s¹—ËU−²� sOIý ‰öš s�
tO�öð bMŽ sOIA�« s� ÂœUI�« ¡uC�« sOÐ s¹—U�L�« ‰uÞ ·ö²šô W−O²1⁄2Ë
oÞUM�® WLKEL�« oÞUML�« s� Î«—dJ²� Î«b¹błÎUDL1⁄2 Z²M¹ ¨ełU×�« vKŽ U� WDI1⁄2 w�
Ác1⁄4 vL�ðË¨©¡UMÐ qš«bð oÞUM�® …¡UCL�« oÞUML�« s� Èdš√Ë ¨©Â«b1⁄4 qš«bð

bL²F¹ qš«b²�« jL1⁄2 Ê√ t²Ðd−ð w� mM¹ kŠôË ¨»«b1⁄4_« oÞUML�«
sO²IDM� sOÐ W�U�L�« Ê√ błu� ¨oA�« vKŽ j�U��« ¡uC�« Êu� vKŽ
Ê√ błË UL� ¨WD�U��« WłuL�« ‰uÞ l� ÎU¹œdÞ VÝUM²ð sOð¡UC�

ÆsOIA�« sOÐ W�U�L�« l� ÎUO�JŽ VÝUM²ð W�U�L�« pKð
s¹—bB� Â«b�²Ý« ◊d²A¹ t1⁄2S� qš«b²�« jL1⁄2 —uNþ ÊULC�Ë
s¹—bBL�« mM¹ cš√ b�Ë ¨XÐUŁ ULNMOÐ —uD�« w� ‚dH�« ¨sOOzu{

Æ—bBL�« fH1⁄2 s�
ełU×�«ËsOIA�« sOÐ©‰®W�U�L�«Ê√÷d²H1⁄2¨qš«b²�«◊UL1⁄2√n�Ës�UMMJLðw²�«WO{U¹d�« W�öFK� q�u²K�Ë
wŽUFA� s¹—U�L�« w�uÞ sOÐ ‚dH�« ÊS� tOKŽ Î¡UMÐË¨·  ‰ Ê√ Í√ ª©·® sOIA�« sOÐ W�U�L�« v�≈ W³�1⁄2 Î«bł …dO³�

∫W�öF�UÐ vDF¹ ¡UM³�« qš«b²�« W�UŠ w� ¡uC�«
tM�Ë ¨`O×� œbŽ ∫Ê ¨ λ Ê Ω Ê ’

‰ ·∫Ê√ Í√ ¨λ Ê Ω θUł · Ω±‰ ≠ ≤‰ 

©µ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ‰λ
· Ê ΩÊ’ 

ÆełU×�« e�d� s� ©Ê®tL�—Ë ¡wCL�« »bN�« l�u�∫ Ê’ YOŠ 

∫W�öF�UÐ vDF¹ ¡uC�« wŽUFA� s¹—U�L�« w�uÞ sOÐ W�U�L�« w� ‚dH�« ÊS� Â«bN�« qš«b²�« W�UŠ w� U�√

tM�Ë ¨ λ © ±
≤ ´Ê® Ω Ê ’

‰ · ∫Ê√ Í√ ¨λ © ±
≤ ´Ê® Ω θUł · Ω±‰ ≠ ≤‰

©∂®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ‰λ
· © ±

≤ ´Ê® ΩÊ’
‰λ
· Ω ’∆  sOO�U²²� sOÐb1⁄4 sOÐ W�U�L�« Ê√ UM1⁄4 kŠô

ÆmM¹ WÐd−ð ∫©±∞® qJA�«

≤‰

±‰

Ê

ÆsOIý s� qš«b²�« ∫©±±® qJA�«

· ‰

’

Uł ·
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∫©≥® ‰U¦�
»bN�«Ë fOzd�« »bN�« sOÐ bF³�« U� ¨Â ≥[∞ bFÐ vKŽ ełU×�« ÊU�Ë ¨d²�ËdJO�±µ sOIA�« sOÐ bF³�« ÊU� «–≈

ÆÂËd²�−1⁄2√ ¥∞∞∞ włuL�« t�uÞ ¡u{ jI�¹ U�bMŽ ø…dýU³� tOK¹ Íc�« ¡wCL�«

∫q(«

Æ± ΩÊ ÊuJð U�bMŽ ’ WLO� »U�Š »uKDL�« ¨ ‰λ
·  Ê ΩÊ’ ∫W�öF�« s�

Æd²�∞,∞∏ Ω ≥x ∂≠±∞x ∞,¥
∂≠±∞ x ±µ

x±Ω±’

—eO� ŸUFA� włu*« ‰uD�« ”UO� ∫©±® r�— ◊UA1⁄2

Æ…dD��Ë ¨WýUýË ¨W�ËdF� ULNMOÐ W�U�L�« sOIý  «– W×¹dýË ¨≤ œbŽ q�UŠË ¨—eO� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

Æq�UŠ vKŽ wÝ√— l{Ë w� sOIA�«  «– W×¹dA�« X³Ł
Æq�UŠ vKŽ —eOK�« X³Ł

ÆW×¹dA�« s� ÎU³¹dIð s¹d²� bFÐ vKŽ WýUA�« l{
ÆWýUA�« vKŽ Àb×¹ Íc�« qš«b²�« jL1⁄2 V�«—Ë ¨W×¹dA�« vKŽ —eOK�« ¡u{ jIÝ√

WL�� rŁ ¨…—ËU−²� »«b1⁄4√ …bF� W�U�L�« ”UO� pMJL¹®¨s¹—ËU−²� sO3⁄4OC� sOÐb1⁄4 sOÐ W�U�L�« f�
Æ»«b1⁄4_« œbŽ vKŽ W�U�L�« Ác1⁄4

W×¹dA�« sOÐ W�U�L�«Ë  ¨sOIA�« sOÐ W�U�L�« W�dF�Ë ¨sOO�U²²� sOÐb1⁄4  sOÐ W�U�L�« ”UO� s�
Æ—eOK�« Włu� ‰uÞ V�Š«¨WýUA�«Ë

∫WIO�d�« WOAž_« w� qš«b²�«
ÎU1⁄2«u�√ ÎUC¹√ b1⁄4UA1⁄2Ë ¨UNOKŽ ¡uC�« jI�¹ U�bMŽ Ÿ—UA�« vKŽ jHM�« Ë√ X¹e�« s� W1⁄2uK� lIÐ —uNþ Î«dO¦� b1⁄4UA1⁄2

qJA�« dE1⁄2« ¨—uOD�« g¹— vKŽ dNEð w²�« pK²� ÊuÐUB�«  UŽUI� vKŽ WO1⁄4«“
øp�– d�H1⁄2 nOJ� ©±≤®

Ác1⁄4 V³ÝË ¨WIO�d�« WOAž_« w� ¡uC�« qš«bð …d1⁄4UE�« Ác1⁄4vL�ð
s� UNÝUJF1⁄2« bMŽ WOzuC�« Ã«u�_« sOÐ qB×¹  Íc�« qš«b²�« u1⁄4 …d1⁄4UE�«

Æ©t� wKH��« `D��«Ë ÍuKF�« ¡UAG�« `DÝ® ¨WHK²�� ◊UÝË√
`DÝ vKŽ ©·® tJLÝ X¹e�« s� ÎUIO�— Î¡UAž cšQ1⁄2 …d1⁄4UE�« Ác1⁄4 WÝ«—b�ËvKŽ ¡uC�« qš«bð ∫©±≤® qJA�«

—uOD�« g¹—



∏∞∏±

`DÝ vKŽ ¡«uN�« s� wzu{ ŸUFý jI�¹ U�bMF� ¨©±≥® qJA�« w� UL� ¡UL�«
¨X¹e�« ¡UAž w� dšü« ¡e−�« dL¹Ë ¨ÎWO1⁄2UŁ ¡«uN�« v�≈ tM� ¡eł fJFM¹ X¹e�«
¨¡UL�«Ë  X¹e�« sOÐ q�UH�« `D��«  sŽ X¹e�« qš«œ Èdš√ …d�  fJFM¹ rŁ
qš«bð Àb×¹Ë ¨X¹e�«Ë ¡«uN�« sOÐ q�UH�« `D��« vKŽ ¡«uN�« v�≈ d�JM¹Ë

ÆsO×D��« s� sO�JFML�« sOŽUFA�« sOÐ
qš«bð vKŽ ‰uB×K� ÆX¹e�« `DÝ vKŽ ÎU¹œuLŽ jIÝ ŸUFA�« Ê√ ÷d²H1⁄2

ÎU×O×� Î«œbŽ ÍËU�¹ ©·≤® s¹—U�L�« ‰uÞ w� ‚dH�« ÊS� ¨sOŽUFA�« sOÐ ¡UMÐ
sŽ fJFML�« ŸUFA�« Ê√ —U³²Žô« sOFÐ U1⁄2cš√ U� «–≈Ë ¨WOłuL�« ‰«uÞ_« s�
”UJF1⁄2« lł«—® Włu� nB1⁄2 —«bILÐ dOGð ¡UL�«Ë X¹e�« sOÐ q�UH�« `D��«

pLÝË włuL�« ‰uD�« sOÐ jÐdð w²�« W�öF�« ÊS� ¨©œËbA� q³Š w� Ã«u�_«

∫wðQ¹ UL� vDFð ¡UAG�«

©∑®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ λ
Â ©

±
≤ ´Ê® Ω ·≤

Æ`O×� œbŽ ∫©Ê®Ë ¨X¹e�« —U�J1⁄2« q�UF� ©Â® Ë ¨X¹e�« w� WłuL�« ‰uÞ λ
Â

YOŠ

∫wðQ¹ UL� vDFð WłuL�« ‰uÞË ¡UAG�« pLÝ sOÐ jÐdð w²�« W�öF�« ÊS� Â«bN�« qš«b²�« ‰UŠ w�Ë

©∏®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ λ
Â Ê Ω ·≤ 

∫©¥®‰U¦�
±[≥∂ ÍËU�¹ WŽUIH�« —U�J1⁄2≈ q�UF�Ë ¨iOÐ√ ¡uC� X{dFð d²�u1⁄2U1⁄2 ≤µ∞ UNJLÝ ÊuÐUB�« s� WŽUI�

øfJFML�« ¡uC�« s� UN²¹ƒ— sJL¹ ô w²�« Ê«u�_« U�

∫q(«

V�×¹Ë  ¨ÎU�«b1⁄4 UNKš«bð ÊuJ¹ w²�« w1⁄4 wzdL�« nOD�« sL{ fJFML�« ¡e−�« w� dNEð ô w²�« Ê«u�_«
λ
Â  Ê Ω ·≤ ∫ W�öF�« s� włuL�« UN�uÞ

∫Ê√ b−1⁄2ÆÆÆ≤¨±ΩÊ rO� i¹uF²ÐË ¨
·≤

Ê Â Ω λ ∫ YOŠ

Æ©dLŠ_« ÊuK�«®Æd²�u1⁄2U1⁄2 ∂∏∞ Ω ≤µ∞ x±,∂≥ x≤
±

Ω± λ

Æ©w−�HM³�« ‚u� ÊuK�«®Æd²�u1⁄2U1⁄2 ≥¥∞ Ω ≤µ∞ x±,∂≥ x≤
≤

Ω≤ λ

ÆWŽUIH�« vKŽ …d1⁄4UE�« Ê«u�_« s� wH²�¹ dLŠ_« ÊuK�« Ê√ kŠö1⁄2

WOAž_« w� qš«b²�« ∫©±≥® qJA�«
WIO�d�«

·

ørKFð q1⁄4
b¹—uK� q¦� ¨œ«uL�« iFÐ Âb�²�ð
 UÝbF�« ¡öÞ  w� ÂuO�OMGL�«
W¹dB³�« …eNł_« w� W�b�²�L�«

.UNMŽ fJFML�« ¡uC�« qOKI²�



∏≤∏≥

∫¡uC�« œuOŠ
s� VI¦�«   «– «dO�UJ�« w� —uB�« ÊuJðË ÂU�łú� ‰öE�« ÊuJð ÒbF¹
iFÐ „UM1⁄4 Ê√ dOž ¨WLOI²�� ◊uDš w� dO�¹ ¡uC�« Ê√ rŽbð w²�« qzôb�«
WIO{ W×²� vKŽ —eO� ŸUFý jI�¹ U�bMF� ¨p�– l� oH²ð ô w²�«  «b1⁄4UAL�«
Ác1⁄4 vL�ðË ¨W×²H�« nKš WýUA�« vKŽ WLKE� oÞUM�Ë W3⁄4OC� oÞUM� ÊuJ²ð
qJA�«Ë ¨©WLOI²�� ◊uDš w� dO��« sŽ t�«d×1⁄2« Í√® ¡uC�« œuOŠ …d1⁄4UE�«

ÆW�öŠ …dHý ·«uŠ ‰uŠ ¡uC�« œuOŠ `{u¹ ©±¥®

∫bŠ«Ë oý  «– W×¹dý s� œuO(«
ÊuJ²¹ t1⁄2S� ¨bŠ«Ë oý  «– W×¹dý vKŽ ÊuK�« ÍœUŠ√ ¡u{ jIÝ «–«
W3⁄4OC� oÞUM� „UM1⁄4 ÊuJ¹ YO×Ð W×¹dA�« nKš WýUA�« vKŽ œuOŠ jL1⁄2
ô« U1⁄4dO�Hð sJL¹ ô …d1⁄4UE�« Ác1⁄4Ë ¨©±µ® qJA�« dE1⁄2«¨WLKE� oÞUM�Ë

ÆÎUOłu� ÎU�uKÝ pK�¹ ¡uC�« Ê√ —U³²Ž« vKŽ
W�öF�UÐ vDF¹ œuO×�« jL1⁄2 w� WLKEL�« »«b1⁄4_« l�u� Ê√ błË b�Ë

∫WOðü«
©π®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ‰λ

· Ê Ω Ê ’
÷dŽ · ¨WýUA�«Ë oA�« sOÐ W�U�L�« ‰ ¨ `O×� œbŽ Ê ∫YOŠ
UL� Íe�dL�« »bN�« ÷dŽ »U�Š UMMJL¹ WIÐU��« W�öF�« s� ÆoA�«

∫wðQ¹
©±∞®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ‰λ

· ≤ Ω Â ’
WłuL�« ‰uÞ l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹ Íe�dL�« »bN�« ÷dŽ ÒÊ√ kŠö¹Ë

WłuL�« ‰uÞ œU¹œ“UÐ œ«œe¹ ¡uC�« œuOŠ —«bI� Ê√ Í√ ¨oA�« ÷dŽ l� ÎUO�JŽË
ÆoA�« ÷dŽ dG�Ë

∫ ©µ® ‰U¦�
 ełU×�« ÊU� «–S� ¨d²O� ËdJO�≤∞ UN{dŽ bŠ«Ë oý  «– W×¹dý vKŽ d²�u1⁄2U1⁄2 ¥∞∞ włuL�« t�uÞ ¡u{ jIÝ 

ÆÍe�dL�« »bN�« ÷dŽ błËQ� ¨W×¹dA�« s� Â ≤[µ bFÐ vKŽ

∫q(«
‰λ
·  ≤ Ω Â ’

d²� ∞[± Ω 
≤,µ π≠±∞ x¥∞∞

∂≠±∞ x ≤∞  ≤ Ω  

‰uŠ ¡uC�« œuOŠ∫©±¥® qJA�«
W�öŠ …dHý ·«uŠ

U�bMŽ Õu{uÐ œuO×�« …d1⁄4Uþ q¦L²ð
s� ÎU³¹d� ¡uCK� włuL�« ‰uD�« ÊuJ¹

ÆoA�« ÷dŽ

Æoý  «– W×¹dý s� œuO×�«∫©±µ® qJA�«

Íe�dL�« »bN�« ÷dŽ
»bN�« ÷dŽ nF{ ÍËU�¹

WIDM� Í√ w�



∏≤∏≥

—eOK�« Â«b�²ÝUÐ …dFý dD� ”UO� ∫©≤® r�— ◊UA1⁄2

Æ…dD��Ë ¨WýUýË ¨o�ôË ¨…dFýË ¨WOłUł“ W×¹dýË ¨≤ œbŽ q�UŠË ¨—eO� ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
∫qLF�«  «uDš

Æq�U×�« vKŽ UN²³ŁË o�ö�« WÞUÝuÐ wÝ√— l{Ë w� W×¹dA�« vKŽ …dFA�« X³Ł
Æq�UŠ vKŽ —eOK�« X³Ł

ÆW×¹dA�« s� ÎU³¹dIð s¹d²� bFÐ vKŽ WýUA�« l{
ÆWýUA�« vKŽ Àb×¹ Íc�« œuO×�« jL1⁄2 V�«—Ë …dFA�« vKŽ —eOK�« ¡u{ jIÝ√

ÆWýUA�« vKŽ ÊuJ²L�« Íe�dL�« »bN�« ÷dŽ …dD�L�UÐ f�
V�Š« ¨WýUA�«Ë W×¹dA�« sOÐ W�U�L�«Ë ¨—eOK�« Włu� ‰uÞ W�dF�Ë ¨Íe�dL�« »bN�« ÷dŽ ”UO� s�

Æ…dFA�« dD�
vKŽ ¡uC�« jIÝ√ ¡«uÝ œuO×�« s� jLM�« fH1⁄2 Àb×¹Ë ¨W×¹dA�« w� oA�« ÂUI� UM1⁄4 …dFA�« ÂuIð ∫ WEŠö�

Æ…dFA�« q¦� ¨oOF� vKŽ Â√ oý

∫ «—uK³�« w� œuO(«
¨¡uC�« UN�öš s� cHM¹ w²�« W×²H�« ÷dŽ vKŽ bL²F¹ œuO×�« Ê√ ÎUIÐUÝ UM�dFð
WOMO��« WFýú� włuL�« ‰uD�« Ê√ ULÐË ¨j�U��« ¡uCK� włuL�« ‰uD�« vKŽË
Â«b�²Ý« rð bI�  «—uK³�« w�  «—c�« qBHð w²�« W�U�L�« s� V¹d�Ë Î̈«bł dOB�
UL� UNðUI³Þ sOÐ W�U�L�« œU−¹≈Ë  «—uK³�« w� œuO×�« ◊UL1⁄2√ WÝ«—b� WOMO��« WFý_«

Æ©±∂® qJA�« w�
jI�ð U�bMŽ qB×¹ œuO×�« Ê√ ©Bragg® ⁄«dÐ wzU¹eOH�« r�UF�« kŠô b�Ë

Æ…—uK³�« w� ÕuD��« sOÐ W�U�L�« vKŽ W¹Ë«e�« Ác1⁄4 bL²FðËÆUN×DÝ l� WMOF� W¹Ë«eÐ …—uK³�« vKŽ WOMO��« WFý_«
Àb×¹sO�JFML�«sOŽUFA�«sOÐ¡UM³�«qš«b²�«Ê√błËb�Ë
sŽ sO�JFML�« sOŽUFA�« Í—U�� ‰uÞ sOÐ ‚dH�« ÊuJ¹ U�bMŽ
‰«uÞ_« s� ÎU×O×� Î«œbŽ ÍËU�¹ WO1⁄2U¦�«Ë v�Ë_« sO²I³D�«
sOŽUFA�« —U�� sOÐ ‚dH�« ÊS� ©±∑® qJA�« s�Ë¨WOłuL�«
W�U�L�« ∫· YOŠ ¨λ Ê Ω θUł ·≤ ∫WOðü« W�öF�UÐ vDF¹
”UO�Ë ¨WOMO��« WłuL�« ‰uÞ W�dFLÐË ¨ «—c�«  UI³Þ sOÐ
s� …—uK³�«  «—– sOÐ  W�U�L�« ”UO�  UMMJL¹ ¨◊uI��« W¹Ë«“

ÆWIÐU��« W�öF�«

¡uC�« œuOŠ jD��∫©±∂® qJA�«
Æ…—uKÐ s�

Æ…—uKÐ s� œuO×�«∫©±∑® qJA�«



∏¥∏µ

ÆWO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_«Ë WOJO1⁄2UJOL�« Ã«u�_« sOÐ ‚Ëd� WŁöŁ d�–« ∫±”
∫WOðü« WO�OÞUMG�ËdNJ�« Ã«u�_« s� q� tÐ e²N¹ Íc�« œœd²�« V�Š« ∫≤”

Æ rÝ ± włuL�« UN�uÞ n¹ËdJO� 
Æd²� ËdJO� ± włuL�« UN�uÞ ¡«dLŠ X×ð Ã«u�√

ÆÂËd²�−1⁄2√ ±∞∞ włuL�« UN�uÞ WO−�HMÐ ‚u� Ã«u�√
ÆÂËd²�−1⁄2√ ≥ włuL�« UN�uÞ WOMOÝ WFý√

∫WOðü« W�öF�UÐ vDF¹ WO�OÞUMG�ËdN� WłuL� wzUÐdNJ�« ‰U−L�« ÊU� «–≈ ∫≥”
∫ bł ¨ ©“ ω ≠” ∑±∞® Uł±∞∞ Ω ?�   

ÆWłuL�« ÁcN� w�OÞUMGL�« ‰U−L�« WFÝ Æ√
ÆUN� włuL�« ‰uD�« Æ»

œœd²�« Æ?ł
øÃ«u�_« Ác1⁄4 WÞUÝuÐ W¹ƒd�« lOD²�1⁄2 q1⁄4 Æ œ

ÊuK�« sOÐ ¡UAG�« vKŽ “—U³�« ÊuK�« ÊUJ� ¨±٫¥ Á—U�J1⁄2« q�UF� oO�— ¡UAž vKŽ iOÐ√ ¡u{ jIÝ∫¥”
Æ¡UAGK� pLÝ q�√ V�Š« ¨d²�u1⁄2U1⁄2 µ∂∞ włuL�« t�uÞË w�UIðd³�«Ë dH�_«

tMŽ fJFM¹ U�bMŽ vB�√ Îöš«bð  Àb×¹ ¡UAž pLÝ œU−¹ù Âb�²�ð  sO²Oðü«  sO²�öF�« s� Í√∫µ”
∫¡uC�«

λ
Â Ê Ω ·≤ .» λ

Â ©
±
≤ ´Ê® Ω ·≤  .√  

øp�c� ¡«uN�« w� ÊuÐU� WŽUI� sŽ fJFM¹Ë ¨¡«uN�« s� ÎU�œU� ¡uC�« ÊuJ¹ U�bMŽ ≠√
øWOłUł“ …bŽU� vKŽ ÊuÐU� WŽUI� sŽ fJFM¹Ë ¨¡«uN�« s� ÎU� œU� ¡uC�« ÊuJ¹ U�bMŽ ≠»

WN−�« w� ¡«uN�« w� …œułuL�« ÊuÐUB�« WŽUI� sŽ fJFM¹Ë ÃUłe�« s� ÎU�œU� ¡uC�« ÊuJ¹ U�bMŽ ≠?ł
øÃUłe�« —U�J1⁄2« q�UF� s� q�√ ÊuÐUB�« WŽUI� —U�J1⁄2« q�UF� ÊQÐ ÎULKŽ ¨Èdš_«

∫qBH�« WK3⁄4Ý√ 



∏¥∏µ

…bŠu�« WK3⁄4Ý√

∫wðQ¹ UL� qJÐ wMF1⁄2 «–U� ∫± ”
øqMÝ Êu1⁄2U� ¨włuL�« ‰uD�« ¨WDO�³�« WOI�«u²�« W�d×�« 

ÆUNM� W3⁄4ÞU��« »u� rŁ øW3⁄4ÞUš UN¹√Ë ¨W³zU� WOðü«  «—U³F�« Í√ ∫≤”
ÆrO�−K� WK�U×�« WŠ«“ù« ÁU−ð« fH1⁄2 w� WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ „d×²¹ rO�−� Ÿ—U�²�« ÊuJ¹ ≠±

ÆÀØÂ ∏±∞x≥ ÍËU�ðË ¨W²ÐUŁ ◊UÝË_« lOLł w� ¡uCK� WŽd��« ≠≤
ÆdOG²¹ włuL�« ‰uD�« ÊS� —U�J1⁄2ô« q�UF� w� tMŽ nK²�¹ dšü jÝË s� ¡uC�« qI²M¹ U�bMŽ ≠≥

ÆUNŠuDÝ sŽ ¡uC�« ”UJF1⁄2« …œU¹e� W¹dB³�«  «Ëœ_« ¡öÞ w� MgF
2

ÂuO�OMGL�« b¹—uK� Âb�²�¹ ≠¥
ÆÎUIŠô …b�u²L�«  UłuLK� ÎU¹u1⁄2UŁ Î«—bB� bFð WłuL�« W�bI� vKŽ WDI1⁄2 q� Ê√ vKŽ eM−¹U1⁄4 √b³� hM¹ ≠µ

ÆWOLO�ł WFO³Þ ¡uCK� Ê√ vKŽ ÎöO�œ mM¹ WÐd−ð bFð ≠∂
ÆÈdš_« Ã«u�_« Ÿ«u1⁄2√ s� U1⁄4«uÝ ÊËœ jI� ¡uC�« Ã«u�_ œuO×�«Ë qš«b²�« qB×¹ ≠∑

ø‰ËbM³�« W�dŠ w� Í—Ëb�« s�e�« œb×ð w²�« q�«uF�« U� ≠√ ∫≥”
øwJO1⁄2UJO� jÝË w� © UÐ«dD{ô« ® UłuL�« WŽdÝ UNOKŽ bL²Fð w²�« q�«uF�« U� ≠»  

øœËbA� q³Š w� WOJO1⁄2UJOL�«  UłuLK� …—bI�« UNOKŽ bL²Fð w²�« q�«uF�« U� ≠?ł  

∫WOðü«  «—U³F�« qKŽ ∫¥ ”
ÆŸ—UA�« WO{—√ vKŽ W1⁄2uKL�« oÞUML�« iFÐ ÎU1⁄2UOŠ√ b1⁄4UA1⁄2 ≠±

rOI²�� jšvKŽ —bBL�« ÊuJ¹ Ê√ ÊËœ ¨W�dž »UÐ w� WIO{ W×²� s� ÂœUI�«  uB�« ŸULÝ lOD²�1⁄2 ≠≤
ÆUM�

p�– …b1⁄4UA� VFB�« s� sJ�Ë ¨W�uN�Ð  Ã«u�_« ÷uŠ w� œuO×�«Ë qš«b²�« …b1⁄4UA� sJL¹ ≠≥
Æ¡uCK�

ÆÂuO�OMGL�« b¹—uK� q¦� ¨WMOF� œ«u� s� WIO�— WOAžQÐ  ôU×�« s� dO¦� w� W¹dB³�«  «Ëœ_« vKDð ≠¥

l{u� sŽ rÝ ±∞ iÐUM�« jG{ ¨fK�√ wI�√ `DÝ vKŽ iÐUMÐ WÞuÐd� rG� ∞[≤ U1⁄4—«bI� WK²� ∫µ ”
∫wðU¹ U� bł ¨eðdO1⁄4 µ U1⁄4œœdð ÊUJ� ¨WDO�Ð WOI�«uð W�dŠ „d×²²� WK²J�« X�dðË ¨t1⁄2«eð«

øqB×ð s¹√Ë ÆWK²J�« UNJK²Lð WŽdÝ vB�√ ≠» iÐUMK� W1⁄2ËdL�« XÐUŁ ≠√ 
ÆÊ«eðô« l{u� s� rÝ ∂ bFÐ vKŽ r�−�« WŽdÝ ≠œ øqB×¹ s¹√Ë ÆsJL� Ÿ—U�ð vB�√ ≠?ł



∏∂

∫W�öF�UÐ n�uð œËbA� q³Š w� W{dF²�� Włu� ∫∂ ”
∫wðQ¹ U� bł ¨WO1⁄2U¦�UÐ “ Ë ¨d²OL²M��UÐ ”UIð ” YOŠ ¨  ©“π≤∞ ≠ ” π¥ ® Uł rÝ≤∞ Ω ’    

ÆÍ—Ëb�« s�e�« ≠√
ÆwłuL�« ‰uD�« ≠»

ÆWłuL�« —UA²1⁄2« WŽdÝ ≠?ł
ÆrÝ ∏ Ω ” l{uL�«Ë WO1⁄2UŁ ∞ Ω “ WE×K�« w� WłuL�« WŠ«“≈ ≠œ

WŽdÝ X1⁄2U� «–≈¨eðdO1⁄4 ±∑∞ œœdð vKŽË ¨—bBL�« fH1⁄2 s� ÊöLFð sO²ŽULÝ sO³¹ —ËU−L�« qJA�« ∫∑”
ÆÀØÂ≥¥∞ ÍËU�ð  uB�«

ÆÂ±µΩ Ë ≤Â ¨ Â±∏ ΩË ±Â W�U�L�«   ø©?1⁄4® WDIM�« bMŽ qš«b²�« Ÿu1⁄2 U� ≠±
ø©Ë® WDIM�« bMŽ qš«b²�« Ÿu1⁄2 U� ≠≤

≤Â

±Â

Ë

?1⁄4



W¹—«d(« UJO�UM¹b�«
(Thermodynamics)

…b?????Šu�«≥



∏∏∏π

± 
 w� r−1⁄2 r�{√ v�≈ —U³ž …¡U³1⁄4 dG�√ s� ÊuJ�« w� ¡wý Òq� ÊuMF¹ rN1⁄2S� …œUL�« sŽ ¡ULKF�« Àb×²¹ U�bMŽ

Æ Î«eOŠ qGA¹Ë WK²� t� ¡wý q� w1⁄4 …œUL�«Ë ¨¡UCH�«
 W�U×�« w� …œUL�« X1⁄2U�√ Î¡«uÝ WOz«uAŽ WLz«œ W�dŠ w�  ULO�−�« Ác1⁄4Ë ¨WIO�œ  ULO�ł s� …œUL�« n�Q²ðË
 ÀËbŠ d�H1⁄2 nO� øWHK²��  ôUŠ w� …œUL�« błuð «–UL� ¨‰ƒU�²�« v�≈ U1⁄2uŽb¹ «c1⁄4Ë ¨W¹“UG�« Â√ WKzU��« Â√ W³KB�«
 U�Ë ¨Èdš_« s� ŸdÝ√ œ«uL�« iFÐ d�³²ð «–UL� ø—UA²1⁄2ô«Ë ¨bL−²�«Ë ¨ÊUOKG�«Ë ¨d�³²�« q¦� WOFO³Þ d1⁄4«uþ

øqz«u��« ÊUOKž Wł—œ w� dŁRð w²�« q�«uF�«
∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOžË ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4

.WO1⁄2Ë«d³�« W�d×�UÐ œuBIL�« `{uð Æ±
.WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 ÷Ëd� ·dF²ð Æ≤

.w�U¦L�« “UG�« ·dFð Æ≥
.Ë—œUłu�√ Êu1⁄2U� h1⁄2 d�cð Æ¥

.W¹œbŽ qzU�� qŠ w� UN�b�²�ðË ¨w�U¦L�« “UG�« W�œUF� o²Að Æµ
.“UG�«  U3⁄4¹e−� WO�d×�« W�UD�«Ë “UG�« jG{ sOÐ W�öF�« Z²M²�ð Æ∂

.“UG�«  U3⁄4¹e−� WO�d×�« W�UD�«Ë “UG�« …—«dŠ Wł—œ sOÐ W�öF�« Z²M²�ð Æ∑
.¡Íe−K� d×�« —U�L�« jÝu²LÐ œuBIL�« `{uð Æ∏

.“UG�«  U3⁄4¹e−� d×�« —U�L�« jÝu²� V�×ð Æπ
.WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 vKŽ œUL²ŽôUÐ WOFO³D�« d1⁄4«uE�« iFÐ d�Hð Æ±∞

Brownian Motion WO1⁄2Ë«d³�« W�d(« ± ≠ ±
 ∫Àö¦�«  WOzU¹eOH�«   ôU×�«  s� W�UŠ w�  błuð  …œUL�«  Ê√  ÎUIÐUÝ XÝ—œ
 ¨ÊuÐdJ�« bO��√ w1⁄2UŁ “Už p�– vKŽ WK¦�_« s�Ë ¨W³KB�«Ë ¨WKzU��«Ë ¨W¹“UG�«
 ·ËdE�« w� ÊuÐdJ�« bO��√ w1⁄2UŁ błu¹ «–UL� ∫‰¡U�²ð b�Ë .dJ��«Ë ¨¡UL�«Ë
 p�– W�öŽ U�Ë øWKzU��« W�U×�« w� ¡UL�« błu¹ ULMOÐ W¹“UG�« W�U×�« w� W¹œUF�«

ø U3⁄4¹e−�« sOÐ »–U−²�« ÈuIÐ
  U³O³×� WOz«uAŽË WLz«œ W�dŠ ÊË«dÐ  dÐË— r�UF�« kŠô Â±∏≤∏ ÂUŽ w�

.©±® qJA�« w� UL� ¡UL�« w� WIKF� …dOG� ÕUI�

 «“UGK� WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2

 W³O³×� WOz«uAF�« W�d×�« ∫©±® qJA�«
¡UL�« w� ÕUI�



∏∏∏π

 «“UG�« —UA²1⁄2« ∫©±® ◊UA1⁄2

 p¹d²O1⁄2  i�UŠË  ¨“UG�«  lL−�  ÊUOłUł“  ÊUÐu³1⁄2√  ∫ «Ëœ_«Ë  œ«uL�«
.”U×M�« s� …dOG� lD�Ë ¨¡U�Ë ¨e�d�

∫qLF�«  «uDš
Æt¦KŁ v�≈ ¡UL�UÐ sOÐu³1⁄2_« bŠ√ ú�« Æ±

 W¹ËU��  i�U×�«  s�  WOL�  ¡UL�«  s�  WOLJ�«  pKð  v�≈  n{√ Æ≤
ÆUN�

ÆfJF�« fO�Ë ¨¡UL�« v�≈ i�U×�« n{√ ∫—cŠ≈
Æ»u³1⁄2_« w� —c×Ð ”U×M�« lD� iFÐ jIÝ√ Æ≥

Æ©≤® qJA�« w� UL� dšü« »u³1⁄2_UÐ »u³1⁄2_« =jž Æ¥

 p�– s� Z²M²�1⁄2 ÆÍuKF�« »u³1⁄2_« w−¹—bð qJAÐ ÊuK¹Ë ¨wKH��« »u³1⁄2_« w� ÒwMÐ “Už ÊuJð XEŠô pKF�
 …dL²��  U�œUBð œułuÐ  U3⁄4¹e−�« Ác1⁄4 W�dŠ ¡jÐ dO�Hð sJL¹Ë ¨ U1⁄4U−ðô« lOLł w� „d×²ð  U3⁄4¹e−�« Ê√

ÆUNMOÐ Àb×ð

 W�d×�« rÝ« UNOKŽ oKÞ√ W¹dE1⁄2 s¹U²AM¹¬  d³�√ r�UF�« —uÞ Â±π∞µ ÂUŽ w�
 »u³Š  Ê√  ÷«d²�UÐ  W�d×�«  s¹U²AM¹¬  d��Ë  ¨ÊË«dÐ  r�UFK�  ÎUL¹dJð  WO1⁄2Ë«d³�«
 „d×²ð …dOš_« Ác1⁄4Ë ¨WOzd� dOž  U3⁄4¹eł s�  U�œUBð v�≈ ÷dF²ð ÕUIK�«
  UH� b¹b×ð v�≈ UN� s¹U²AM¹¬ dO�HðË WEŠöL�« Ác1⁄4  œ√Ë ¨WOz«uAŽ W�dŠ

∫wðQ¹ ULÐ WO1⁄2Ë«d³�« W�d×�«
Æ¡UŽu�« qJý vKŽ  U3⁄4¹e−�« W�dŠ bL²Fð ô  

ÆqzU��« WłËe� ÊUBIMÐ  U3⁄4¹e−�« WŽdÝ œ«œeð  

ÆqzU��« …œU� Ÿu1⁄2 vKŽ  U3⁄4¹e−�« WŽdÝ bL²Fð  

ÆÈdš√ v�≈ …œU� s�  U3⁄4¹e−�« WŽdÝ nK²�ð  

WO3⁄4¹e'« W�d(« W¹dE1⁄2 ÷Ëd� ≤ ≠ ±
 w²�«  ÷ËdH�«  s�  WŽuL−�  vKŽ  WO3⁄4¹e−�«  W�d×�«  W¹dE1⁄2  ¡ULKF�«  vMÐ
 ◊UAM�« ¡«dłSÐ  r� ÷ËdH�« Ác1⁄4 `O{u²�Ë ¨…œbF²�  «b1⁄4UA� s� U1⁄4uI²Ý«

∫wðü«

 s¹U²AM¹¬  d³�≈ wzU¹eOH�« r�UF�«
Â±πµ∂ ≠ ±∏∑∏

 „UJ²Šô« …u� vKŽ qzU��« WłËe� bL²Fð
 qzU��«   UI³ÞË   U3⁄4¹eł  sOÐ  wKš«b�«

.t1⁄2U¹dł ¡UMŁ√

p¹d²OM�« i�UŠ´ ¡U�

”U×1⁄2 lD�

bŽUB²� “Už

 «“UG�« —UA²1⁄2«∫©≤® qJA�«



π∞π±

W¹dE1⁄2 v�≈   U3⁄4¹e−�« W�dŠ  ‰uŠ rO1⁄4UHL�«  d¹uDð ¡ULKF�«  ŸUD²Ý« bI�
∫WOðü«  UO{dH�« vKŽ W¹dEM�« Ác1⁄4 bM²�ðË ¨WO3⁄4¹e−�« W�d×�«

w� WKŁUL²L�«  U3⁄4¹e−�« s� qzU1⁄4 œbŽ s� wIM�« “UG�« ÊuJ²¹ Æ√
w� sðuO1⁄2 sO1⁄2«uI� UN²�dŠ w�  U3⁄4¹e−�« lC�ðË ¨WK²J�«Ë qJA�«

ÆW�d×�«
qJAÐË  U1⁄4U−ðô« lOLł w� ÎUOz«uAŽ  U3⁄4¹e−�« „d×²ð Æ»
¡UŽu�« Ê«—bł l� W1⁄2d�  U�œUBð ÂœUB²ð UN²�dŠ ¡UMŁ√ w� f1⁄2U−²�
◊uDšw�ÁbFÐËÂœUB²�«q³� „d×²ð  U3⁄4¹e−�« Ê√ UL� UN¹u²×¹ Íc�«

.©±®‰Ëb−�«dE1⁄2«¨…dO³�jÝu²L�«w� UŽd�ÐËWLOI²��
w²�«  U�U�L�« l� W1⁄2—UI� Î«bł …dOG� ©U1⁄4—UD�√®  U3⁄4¹e−�« œUFÐ√ Æ?ł
Î«bł …dOG�  U3⁄4¹e−�« sOÐ W�œU³²L�« »c−�« Èu� Ê√ UL� ¨UN�d×²ð

.ÂœUB²�« ¡UMŁ√ UNMOÐ W−ðUM�« ÈuI�« l� W1⁄2—UI� UN�UL1⁄4≈ sJL¹
YO×Ð jI� WO�UI²1⁄2ô« W�d×�«  vKŽ   U3⁄4¹e−�« Ác1⁄4 W�dŠ  dB²Ið Æœ
YOŠ¨©≤Ÿ „ ≤

±Ω◊® jI� WO�dŠ W�UÞ ¡Íe−�« W�UÞ —U³²Ž« sJL¹
ÊuJðË ¨¡Íe−�« WŽdÝ ∫Ÿ ¨¡Íe−�« WK²� ∫„ ¨W�d×�« W�UÞ ∫◊

ÆWOz«uAŽ W�d×�« Ác1⁄4

“UG�«WŽd��« jÝu²�
ÀØÂ

sOłË—bON�«±π∞≤
ÂuOKON�«±≥µ≤

ÊuOM�«∂∞≥
ÊuÐdJ�« bO��√ w1⁄2UŁ¥∞∏

 U3⁄4¹eł WŽdÝ jÝu²� ∫©±® ‰Ëbł
”Ú ≤∞ Wł—œ bMŽ  «“UG�« iFÐ

s�  sO3⁄4¹eł sOÐ W�œU³²L�« »c−�«  …u�
ÍËU�ðË ¨Î«bł …dOG� sOłË—bON�«

ÆsðuO1⁄2 ¥≤≠±∞

w�U¦*« “UG�« W�œUF� ≥ ≠ ±
sO−��_«Ë ¨sOłË—bON�« q¦� ¨ «“UG�« iFÐ w� t1⁄2√ dOž ¨WIÐU��«  UO{dH�« lOLł tOKŽ o³DMð “Už błu¹ ô
Ê√ sJL¹ t1⁄2S� ¨©iH�M� jG{Ë WO�UŽ …—«dŠ Wł—œ® …—«d×�« Wł—œË jGC�« s� …œb×� ◊Ëdý X×ðË ¨ÂuOKON�«Ë

Æw�U¦L�« “UG�« vKŽ WIÐU��«  UO{dH�« o³DMðË ¨WO�U¦�  «“Už U1⁄4 ÒbF1⁄2
Æ «“UG�« „uKÝ rJ×ð WO³¹d−ð sO1⁄2«u� WFÐ—√ ”—bMÝ w�U¦L�« “UG�« W�œUF� v�≈ q�u²K�

:Avogadro's Law —ËœUłu�√ Êu1⁄2U�
hM¹Ë ¨»—U−²�« s� dO¦J�« p�– bFÐ tðb�√ Íc�« t{d� Ë—œUłu�√ w�UD¹ù« r�UF�« l{Ë Â±∏±± ÂUŽ w�

∫wðü« vKŽ

…—«d×�« Wł—œË jGC�« s� W²ÐU¦�« ·ËdE�« X×ð tO� …œułuL�«  ôuL�« œbŽ l� “UG�« r−Š VÝUM²¹

  Ê α Õ  √ي أن∫ 
Wł—œË jGC�« s� WOÝUOI�« ·ËdE�« w� Î«d²� ≤≤,¥ Á—«bI� ÎUL−Š qGA¹ “Už Í√ s� bŠ«u�« ‰uL�« Ê√ błË b�Ë
vKŽ Íu²×¹ “Už Í√ s� bŠ«u�« ‰uL�« Ê√ błË UL� ¨„Ú ≤∑≥ …—«dŠ Wł—œË bŠ«Ë Íuł jG{ w1⁄4Ë ¨…—«d×�«

Æ ©�® Ë—œUłu�√ œbŽ r�d�« «c1⁄4 vKŽ oKÞ√Ë ¨≤≥±∞x∂,∞≤ÍËU�¹  U3⁄4¹e−�« s� XÐUŁ œbŽ

ørKFð q1⁄4
œbŽ Ê√ wMF¹ f1⁄2U−²L�« —UA²1⁄2ô«
ÍËU�¹ sOF� r−Š w�  U3⁄4¹e−�«
Í√  w�  U3⁄4¹e−�« s� œbF�«  fH1⁄2

Æt� ÌËU�� dš¬ r−Š



π∞π±

œbŽ w� “UG�«  ôu� œbŽ  »d{ q�UŠ błu1⁄2  UM1⁄2S�  “UG�«  s� WMOF� WOL�  w�  U3⁄4¹e−�« œbŽ  »U�×�Ë
.Ë—œUłu�√

∫©±® ‰U¦�
Æ rž≥≤ sO−��ú� WO�uL�« WK²J�« Ê√ XLKŽ «–≈ ¨sO−��_« s� rž∂¥ w� …œułuL�«  U3⁄4¹e−�« œbŽ U�

∫q(«

‰u�≤ Ω ≥≤
∂¥   Ω “UGK� …b�uL�« WK²J�«

“UG�« WK²�
Ω Ê

‰u�Ø¡Íeł ≤≥±∞x ∂,∞≤ x‰u�≤ Ω  U3⁄4¹e−�« œbŽ

Æ¡Íeł≤¥±∞x ±,≤ Ω  

©q¹uÐ Êu1⁄2U�® r−(« ≠ jGC�«  «dOGð
øtð—«dŠ Wł—œ  u³Ł bMŽ tOKŽ dŁRL�« jGC�« œ«“ «–≈ —uB×� “Už r−×� Àb×¹ «–U�

∫wðü« ◊UAM�« ¡«dłSÐ r� p�– ·dF²ð wJ�

q¹uÐ Êu1⁄2U� ∫©≤® ◊UA1⁄2

»u³1⁄2√Ë ¨sO�dD�« Õu²H� dš¬Ë ¨oKG� włUł“ »u³1⁄2√ ∫ «Ëœ_«Ë œ«uL�«
Æo³z“Ë ¨wÞUD�

∫qLF�«  «uDš
Æ©≥®qJA�« w� sO³� u1⁄4 UL�  «Ëœ_« V�— Æ±

w� lHðd¹ w� ªÕu²HL�« włUłe�« »u³1⁄2_« w� o³ze�« VJÝ« Æ≤
ÆtO� ¡«uN�« s� WOL� dB×¹Ë oKGL�« »u³1⁄2_«

oKGL�« »u³1⁄2_«  ¡UIÐ≈ l� qHÝ_«  v�≈  ÎUOÝ√—  Õu²HL�« »u³1⁄2_« „dŠ Æ≥
w� ‚dH�« —«bI� q−ÝË ¨sOÐu³1⁄2_« w� o³ze�« Èu²�� dNE¹ v²Š ÎU²ÐUŁ

Æ©”® »u³1⁄2_« w� ¡«uN�« œuLŽ ‰uÞË ¨©‰∆® ULNMOÐ o³ze�« Èu²��
©‰∆®  —«bI� W�UŠ q� w� q−ÝË ¨Õu²HL�« »u³1⁄2_« ŸUHð—« dOž Æ¥

∫wðü« ‰Ëb−�« w� ZzU²M�« Vð—Ë ¨©”®Ë

©rÝ® ‰∆

©rÝ® ”

øZ²M²�ð «–U� ¨ ©”® Ë ©‰∆® sOÐ W�öF�« ÎUO1⁄2UOÐ q¦� Æµq¹uÐ Êu1⁄2U� ∫©≥®qJA�«

‰∆”
√



π≤π≥

XKBŠ w²�« W�öF�« qJý U� © ”± ® Ë ©‰∆® sOÐ W�öF�« ÎUO1⁄2UOÐ q¦� Æ∂
øUNOKŽ

“UG�« r−ŠË ¨ ©‰∆® l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹ “UG�« jG{ Ê√ YOŠ Æ∑
’uB�Ð Z²M²�ð «–U� Æ©”® l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹ —uB×L�«

 U�uÝd�« l� p−zU²1⁄2 Ê—U� øtL−ŠË “UG�« jG{ sOÐ W�öF�«
Æ©¥®qJA�« w� WO1⁄2UO³�«

∫wðQ¹ U� vKŽ hM¹ Íc�« q¹uÐ Êu1⁄2U� Z²M²�1⁄2 oÐU��« ◊UAM�« s�

Ætð—«dŠ Wł—œ  u³Ł bMŽ tL−Š l� ÎUO�JŽ ÎU³ÝUMð —uB×� “Už jG{ VÝUM²¹

∫wðQ¹ UL� ÎUO{U¹— p�– sŽ dO³F²�« sJL¹Ë
bL²F¹ XÐUŁ À YOŠ ¨À Ω Õ x ÷∫ “u�d�UÐË ¨XÐUŁ Ω r−×�« xjGC�«

Æ ôuL�« œbŽË …—«d×�« Wł—œ vKŽ
tDG{ `³�√ rŁ ¨±÷ tDG{Ë ±Õ tL−Š —uB×� “Už UM¹b� ÊU� «–≈

∫wðQ¹ UL� q¹uÐ Êu1⁄2U� sŽ dO³F²�« UMMJL¹ t1⁄2S� ¨ ≤Õ tL−ŠË ¨ ≤÷

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤÷ ≤Õ Ω ±÷ ±Õ 

©≤® ‰U¦�
ÆtDG{ `³B¹ rJ� ¨ d²�∞[≥tL−Š `³�√ v²Š œbLð ¨Íuł jG{ bŠ«Ë tDG{Ë d²�∞,±tL−Š —uB×� “Už

∫q(«
≤Õ ≤÷ Ω ±Õ ±÷

Íuł jG{ ±
≥  Ω≤÷ Ê√ Í√ ¨ ∞,≥x ≤÷ Ω∞,±x±

∫…—«d(« Wł—œ  «dOGð
sO²�œUFLÐ “UG�« „uKÝ Ê–≈ bMŽ n�u¹Ë oO³D²K� qÐU� dOž q¹uÐ Êu1⁄2U� `³�√ “UG�« …—«dŠ Wł—œ  dOGð «–≈

∫UL1⁄4 ¨sO²KBHM�

Æ ©„UÝuK¹Už® jGC�« Êu1⁄2U� Æ√
‰Ó¡U�²1⁄2Ë tð—«dŠ Wł—œ  u³Ł bMŽ tL−Š q� ULK� œ«œe¹ —uB×L�« “UG�« jG{ Ê√ q¹uÐ Êu1⁄2U� s� UM� sO³ð

øtL−Š  u³Ł bMŽ tð—«dŠ Wł—œ l� —uB×L�« “UG�« jG{ W�öŽ U� ∫Êü«

÷

l� jGC�« W�öŽ ∫©»≠¥®qJA�«
r−×�« ”uJF�

±
Õ

÷

Õ

r−×�« l� jGC�« W�öŽ ∫©√≠¥®qJA�«

ÍËU�¹ √ Èu²�L�« bMŽ o³ze�« jG{
∫YOŠ  ?łx À x ‰∆ 

Æo³ze�« W�U¦� ∫À
ÆWO{—_« WOÐ–U−�« Ÿ—U�ð ∫?ł



π≤π≥

U�bMŽ œ«œe¹ —uB×L�« “UG�« jG{ Ê√ v�≈ UN²¹UN1⁄2 w� q�uð WIO�œË …b¹bŽ »—U−ð ¡«dłSÐ „UÝuK¹Už r�UF�« ÂU�

s� ≤∑≥
±  —«bILÐ œ«œe¹ —uB×L�« “UG�« jG{ Ê√ „UÝuK¹Už błË b�Ë ¨ÎU²ÐUŁ tL−Š wIÐ «–≈ tð—«dŠ Wł—œ lHðdð

jG{ sOÐ W�öF�« `{u¹ ©µ®qJA�«Ë ¨…bŠ«Ë ”uO�KÝ Wł—œ —«bILÐ tð—«dŠ Wł—œ ŸUHð—« bMŽ wK�_« tDG{

ÆtL−Š  u³Ł bMŽ tð—«dŠ Wł—œË —uB×L�« “UG�«

∫wðü« qJA�UÐ t1⁄2u1⁄2U� „UÝuK¹Už ⁄U� b�Ë

ÆtL−Š  u³Ł bMŽ tð—«dŠ Wł—œ l� ÎU¹œdÞ ÎU³ÝUMð —uB×� “Už jG{ VÝUM²¹

Æ ÓÀ Ω œ
÷

 ∫ÎUO{U¹— ¨XÐUŁ Ω 
—uB×L�« “UG�« jG{
WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ  Ê√ Í√

 ÊS� ≤œv�≈±œs� —uB×�“Už …—«dŠWł—œ dOGð «–≈¨Èdš√ …—U³FÐË 

r−×�« ¡UIÐ ÷dHÐË ¨≤÷ v�≈ ±÷ s� p�c� W−O²1⁄2 dOG²¹ tDG{

∫wðQ¹ UL� „UÝuK¹Už Êu1⁄2U� V²J1⁄2 UM1⁄2S� ÎU²ÐUŁ

©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≤œ

≤÷
Ω

±œ
±÷

Wł—œ  —u×� lDI¹ W�öF�« vM×M� œ«b²�« Ê√ ÁöŽ√ qJA�«  s� kŠö1⁄2
ÆoKDL�« dHB�« Wł—œ Wł—b�« Ác1⁄4 vL�ðË ”Ú ≤∑≥≠ Wł—œ bMŽ …—«d×�«

÷

…—«d×�« Wł—œ l� jGC�« W�öŽ ∫©µ® qJA�«
©” Ú ® œ”Ú ≤∑≥ ≠

≤∑≥ ´ ” Ú Ω ©„Ú ® œ

©≥® ‰U¦�
V�Š« Æ”Ú ≤∑ …—«dŠ Wł—bÐË ¨o³z“ rÝ±∞∞ jG{ X×ðË ¨r−×�« XÐUŁ ¡UŽË qš«œ —uB×� “Už

Æ ”Ú ±≤∑ tð—«dŠ Wł—œ X×³�√ «–≈ “UG�« jG{

∫q(«

≤∑≥´±≤∑
≤÷

 Ω ≤∑≥´≤∑
±∞∞

   
≤œ

≤÷
 Ω 

±œ
±÷

o³z“ rÝ±≥≥,≥Ω ≥∞∞
±∞∞x¥∞∞

Ω≤÷  ¥∞∞
≤÷

Ω ≥∞∞
±∞∞

©‰—Uý® r−(« Êu1⁄2U� Æ»
“UG�« jG{ Ê√Ë ¨…—«d×�« Wł—œ  u³Ł bMŽ tL−Š l� ÎUO�JŽ VÝUM²¹ —uB×L�« “UG�« jG{ Ê√ UM� sO³ð bI�
Ætð—«dŠ Wł—œË —uB×L�« “UG�« r−Š sOÐ W�öF�« sŽ Êü« ‰Ó¡U�²1⁄2Ë ÆWIKDL�« …—«d×�« Wł—œ l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹

Wł—œË —uB×� “Už s� WOL� r−Š sOÐ W�öF�« X×{Ë√ WIO�œ »—U−ð ¡«dłSÐ ‰—Uý wzU¹eOH�« r�UF�« ÂU� bI�
ÆtIKDL�« tð—«dŠ



π¥πµ

—uB×L�« “UG�« …—«dŠ Wł—œ ŸUHð—« Ê√ »—U−²�« Ác1⁄4 ¡«dł≈ bMŽ sO³ð b�Ë
—«bILÐ —uB×L�« “UG�« r−Š …œU¹“ v�≈ ÍœRð …bŠ«Ë ”uO�KÝ Wł—œ —«bILÐ

jGC�« ¡UIÐ …UŽ«d� l� ”uO�KÝ dH� Wł—œ bMŽ wK�_« tL−Š s� ≤∑≥
±

¨tð—«dŠ Wł—œË —uB×� “Už r−Š sOÐ W�öF�« `{u¹ ©∂® qJA�«Ë ¨ÎU²ÐUŁ
w1⁄4 tð—«dŠ Wł—œË —uB×� “Už r−Š sOÐ  W�öF�« Ê√  kŠö1⁄2 qJA�« s�Ë
…—«d×�« Wł—œ —u×� lDI¹ t1⁄2√ b−1⁄2 t²�UI²Ý« vKŽ j��« b� bMŽË ¨WODš W�öŽ
dHB�« v�≈ Wł—b�« Ác1⁄4 bMŽ —uB×L�« “UG�« r−Š ‰ËR¹Ë ¨©”Ú ≤∑≥≠® bMŽ
q¦L¹ Íc�« ©∑® qJA�« kŠôÆ„Ú ©oKDL�« dHB�« Wł—œ® Wł—b�« Ác1⁄4 vL�ðË

ÆWIKDL�« tð—«dŠ Wł—œË —uB×� “Už r−Š sOÐ W�öF�«

∫wðü« u×M�« vKŽ W�öF�« Ác1⁄4 ‰—Uý ⁄U� bI�Ë

bMŽ WIKDL�« tð—«dŠ Wł—œ l� ÎU¹œdÞ ÎU³ÝUMð —uB×L�« “UG�« r−Š VÝUM²¹
ÆtDG{  u³Ł

∫Ê√ Í√

Æ ÎÀ Ω œ
Õ

 ∫ÎUO{U¹— ¨XÐUŁΩ
—uB×L�« “UG�« r−Š
WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ

Wł—œ  dOGð rŁ ©±Õ® tL−ŠË ©±œ® —uB×� “Už …—«dŠ Wł—œ X1⁄2U� «–≈Ë

sŽ dO³F²�« UMMJL¹ t1⁄2S� tDG{  u³Ł bMŽ ©≤Õ® tL−Š `³�√Ë ©≤œ® v�≈ tð—«dŠ

Õ

©Ú „® œ
‰—Uý Êu1⁄2U� ∫©∑®qJA�«

Õ

©”Ú ® œ

‰—Uý Êu1⁄2U� ∫©∂®qJA�«
≤∑≥ ≠

∫wK¹ UL� ‰—Uý Êu1⁄2U�

©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≤œ

≤Õ
Ω

±œ
±Õ

 

©¥® ‰U¦�
”uO�KÝ dH� Wł—œ bMŽ “UG�« r−Š `³B¹ «–U� ¨”Ú ±∞∞ Wł—bÐ d²�π tL−Š Î«eOŠ —uB×� “Už qGA¹

øÎU²ÐUŁ tDG{ wIÐ «–≈

∫q(«

 
≤œ

≤Õ
 Ω 

±œ
±Õ

  

d²� ∂,µπ Ω ≥∑≥
≤∑≥xπ

Ω≤Õ ≤∑≥´∞
≤Õ

Ω ≤∑≥´±∞∞
π
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∫w�U¦L�« “UG�« W�œUF� vKŽ qB×1⁄2 ©„UÝuK¹Už ≠ ‰—Uý ≠ q¹uÐ® WIÐU��«  «“UG�« sO1⁄2«u� Z�bÐË
©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ œ x √ x Ê Ω Õ x ÷ 

∫YOŠ
©„Ú ® sHKJ�UÐ ”UIðË WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ ∫œ 

“UG�« WK²�
“UGK� WO�uL�« WK²J�«  Ω Ê ∫W�öF�« s� V�×ðË ¨“UG�«  ôu� œbŽ ∫Ê

Æ—uB×L�« “UG�« jG{ ∫÷ ¨—uB×L�« “UG�« r−Š ∫Õ

 ‰u� Æ„Ú ØÍuł jG{ d²� ∞,∞∏≤± ÍËU�¹Ë ÂUF�« “UG�« XÐUŁ ∫√

∫…—uB�« vKŽ `³Bð w�U¦L�« “UG�« W�œUF� ÊS� ©XÐUŁ  ôuL�« œbŽ® W²ÐUŁ “UG�« WK²� X1⁄2U� «–≈

 ∫UNM�Ë ¨XÐUŁ Ω œ
Õ ÷

 

©µ®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≤œ

≤Õ ≤÷ Ω
±œ

±Õ ±÷

‰«R?Ý  
Æ©‰u� Æ„Ú Ø‰uł® W¹d²L�«  «bŠu�UÐ ÂUF�« “UG�« XÐUŁ —«bI� błË√

∫©µ® ‰U¦�
«–≈ ‰UJÝUÐ µ±∞x ∞,≤ jG{ X×ðË ”Ú ≤∑ …—«dŠ Wł—œ w� sO−��_« s� rž∂¥ tKGA¹ Íc�« r−×�« U�

Æ‰u� Æ„Ú Ø‰uł ∏,≥±¥ ÍËU�¹ ÂUF�« “UG�« XÐUŁ Ê√Ë ¨rž≥≤ sO−��ú� WO�uL�« WK²J�« Ê√ XLKŽ

∫q(«

‰u�≤ Ω ≥≤
∂¥   Ω “UGK� WO�uL�« WK²J�«

“UG�« WK²�
Ω Ê

œ x √ x Ê Ω ÷ x Õ

≥Â∞,≤µ Ω   µ±∞x∞,≤
≥∞∞x∏,≥±¥x≤  Ω ÷

œx√xÊ Ω Õ

∫©∂® ‰U¦�
`³B¹ r� ¨Íuł jG{ ± ÍËU�¹ UNDG{Ë ¨”Ú ≥∑ UNð—«dŠ Wł—œË ¨≥rÝ≤∞∞ UNL−Š w�U¦� “Už s� WOL�

≥rÝ≥∞∞ v�≈ UNL−Š œ«“Ë ”Ú ≤∑ v�≈ UNð—«dŠ Wł—œ XCH�1⁄2« «–≈ UNDG{
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∫q(«

  
≤œ

≤Õ ≤÷
 Ω  

±œ
±Õ ±÷

 

ÆÍuł jG{ ∞,∂µ  Ω  ≤÷ ¨ ≤∑≥´≤∑
¥≠±∞ x≥x≤÷ Ω ≤∑≥´≥∑

¥≠±∞ x≤x±  

 «“UGK� WO�d(« W¹dEMK� ÎUI³Þ “UG�« jG{ ¥ ≠ ±
Íc�« ¡U1⁄2ù« Ê«—b−Ð W�d×²L�« “UG�«  U3⁄4¹eł Â«bD�« W−O²1⁄2  «“UGK� WO�d×�« W¹dEMK� ÎUI³Þ “UG�« jG{ QAM¹

.jG{ UNMŽ QAM¹Ë —«b−�« «c1⁄4 vKŽ …uIÐ dŁRð UN1⁄2S� —«b−�UÐ  U3⁄4¹e−�« ÂbDBð U�bMF� ªt¹u²×¹
∫WOðü« W�öF�UÐ vDFð WO�d×�« t²�UÞ ÊS� ¨©Ÿ® t²ŽdÝ jÝu²�Ë ©„® t²K²� ¡Íeł Ê√ UM{d²�« u�

Æ≤Ÿ „ ≤
±  Ω Õ◊

¨ U�œUB²�«Ë„d×²�«WOL�q¦�¨UJO1⁄2UJOL�«rKŽw�rO1⁄4UHL�«iFÐËW�d×�«w�sðuO1⁄2sO1⁄2«u�vKŽœUL²ŽôUÐË
¨WO�d×�« tðU3⁄4¹eł W�UÞ ‰bF�Ë “UG�« jG{ sOÐ jÐdð W�öŽ v�≈ q�u²�« sJ�√
W�UD�« jÝu²� w¦KŁ ÍËU�¹ “UG�« jG{ ÊS� r−×�«  u³Ł bMŽ t1⁄2√ błË bI�

Ê√ Í√ ¨Âu−×�« …bŠË w�  U3⁄4¹e−K� WO�d×�«

©∂®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ±Ê Õ
Ó◊ ≥

≤ Ω ÷

ÆÂu−×�« …bŠË w�  U3⁄4¹e−�« œbŽ ±Ê ¨¡Íe−K� WO�d×�« W�UD�« jÝu²� Õ
Ó◊ YOŠ

“UG�« …—«dŠ Wł—œ µ ≠ ±
UM�dŽ b�Ë . U3⁄4¹e−K� WO�d×�« W�UD�« ‰bF� l� VÝUM²¹ —uB×L�« “UG�« jG{ Ê√ UM� sO³²¹ WIÐU��« W�öF�« s�
«c1⁄4Ë ¨©„UÝ uK¹Už Êu1⁄2U�® WIKDL�« tð—«dŠ Wł—œ l� ÎU¹œdÞ VÝUM²¹ “UG�« jG{ ÊS� “UG�« r−Š  u³Ł bMŽ t1⁄2√ ÎUIÐUÝ
V�ŠË tOKŽ Î¡UMÐË¨tðU3⁄4¹e−� WO�d×�« W�UD�« ‰bF� l� ÎU¹œdÞ VÝUM²ð “UGK� WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ Ê√ v�≈ UMK�u¹

.“UG�«  U3⁄4¹eł W�dŠ W�UÞ ‰bFL� ÎUÝUOI� ÒbFð “UG�« …—«dŠ Wł—œ ÊS�  «“UGK� WO�d×�« W¹dEM�«

¨ Õ
� Ω±Ê ∫Ê√ Í√ ¨©�® Ë—œUłu�√ œbŽ ÍËU�¹ tðU3⁄4¹eł œbŽ ÊS� ¨“Už s� Î«bŠ«Ë Îôu� UM¹b� Ê√ UM{d²�« u�

∫vKŽqB×1⁄2©∂®r�— W�œUFL�«oO³D²ÐË

� Õ
Ó◊ ≥

≤ Ω Õ ÷
∫ÊS� ¨ œ √ Ω Õ ÷∫w�U¦L�« “UG�« W�œUF� v�≈ Ÿułd�UÐË

œ
�
√  

≤
≥  Ω Õ

Ó◊

‰bF� fH1⁄2 UN� WHK²�L�«  «“UG�«  U3⁄4¹eł
Æ…—«d×�« Wł—œ fH1⁄2 vKŽ WO�d×�« W�UD�«
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XÐUŁ XÐU¦�« «c1⁄4 vKŽ oKÞ√ b�Ë¨b¹bł XÐUŁ �
√ ÊS� ¨Ë—œUłu�√ œbŽ u1⁄4 � Ë ¨“UG�« XÐUŁ u1⁄4 √ Ê√ YOŠË

∫ ÍËU�ð ¡Íe−K� WO�d×�« W�UD�« jÝu²� ÊS� tOKŽË ¨sHK�Ø‰uł ≤≥≠±∞ x ±,≥∏ ÍËU�¹Ë ¨©β®ÊU�e²�uÐ

©∑®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ œ β
≤
≥ Ω Õ

Ó◊

∫wðQ¹ UL� …—«d×�« Wł—œË  U3⁄4¹e−�« WŽdÝ ‰bF� sOÐ W�öŽ v�≈ q�u²�« UMMJL¹ WIÐU��« W�öF�« s�

œ β ≤
≥ Ω Ó©≤Ÿ® „ ≤

±

©∏®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ œ √ ≥
Â„

Ω œβ ≥
„ Ω Ó©≤Ÿ® Ω±Ÿ

Ë—œUłu�√ œbŽ x ¡Íe−�« WK²�  Ω  ©“UGK� WO�uL�« WK²J�«® Â„ YOŠ

wIOI(« “UG�« W�œUF� ∂ ≠ ±
Ë√ WO�UF�« ◊uGC�« bMŽ w�U¦L�« “UG�« W�œUF� sŽ  «“UG�« œuOŠ dO�Hð  «“UGK� WO�d×�« W¹dEM�« lD²�ð r�

∫WOðü« »U³Ýú� p�–Ë WCH�ML�« …—«d×�«  Uł—œ
◊uGC�« bMŽ t1⁄2√ ô≈ ¨tKGA¹ Íc�« ¡UŽu�« r−×� W³�M�UÐ “UG�«  U3⁄4¹eł r−Š ¨WO�d×�« W¹dEM�« XKL1⁄4√ Æ±
 U3⁄4¹eł r−Š ‰UL1⁄4≈ sJL¹ ôË ¨“UG�« tKGA¹ Íc�« r−×�« hKI²¹ WCH�ML�« …—«d×�«  Uł—œ Ë√ WO�UF�«

.tKGA¹ Íc�« ¡UŽu�« r−×� W³�M�UÐ “UG�«
bMŽ t�u³� sJL¹ «c1⁄4Ë ¨“UG�«  U3⁄4¹eł sOÐ »–U−²�« Èu� UN{Ëd� w� ÎUC¹√ WO�d×�« W¹dEM�« XKL1⁄4√ Æ≤
…dO³� “UG�«  U3⁄4¹eł sOÐ  U�U�L�« ÊuJð W�U×�« Ác1⁄4 wH� ¨WCH�ML�« ◊uGC�«Ë WO�UF�« …—«d×�«  Uł—œ
¨WO�UF�« ◊uGC�«Ë WCH�ML�« …—«d×�«  Uł—œ bMŽ t1⁄2√ ô≈ ¨…dŁR� dOž Ác1⁄4 »–U−²�« Èu� qF−ð Wł—bÐ
Wł—bÐ UNMOÐ  U�U�L�« qIðË ¨UNCFÐ s�  U3⁄4¹e−�« »—UI²ðË “UG�«  U3⁄4¹eł tKGAð Íc�« r−×�« hKI²¹

ÊuJð ô WOKJ�« W�UD�« ÊS� p�cÐË ¨dOŁQ²�« w� √b³ð ÈuI�« Ác1⁄4 qF−ð
.W�d×�«Ë l{u�« w²�UÞ sOÐ Ÿ“u²ð UL1⁄2≈Ë jI� W�d×�« W�UÞ w1⁄4

wJ� ¨w�U¦L�« “UG�« W�œUF� q¹bF²Ð (van der Waals) e�U�—b1⁄2U� r�UF�« ÂU�
UNOKŽ qšœ√ b�Ë ¨WOIOI×�«  «“UG�« vKŽ oO³D²K� W×�U� `³Bð

∫wðQ¹ UL� `³B²� ªr−×K� dšü«Ë ¨jGCK� UL1⁄4bŠ√ ∫sOK¹bFð

©π®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ œ √ Ê Ω ©’ Ê≠Õ®© ≤Õ
≤Ê ”´÷®

ørKFð q1⁄4
n�Ë  w� e�U�—b1⁄2U� W�œUF�  bOHð
q¦� U1⁄4dO�HðË   «“UG�« hzUBš
rO� v�≈ q�u²�«Ë —UA²1⁄2ù«Ë WłËeK�«

Æ“UG�«  U3⁄4¹eł œUFÐ_ WO³¹d−ð
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.r−×�« `O×Bð q�UF� ∫’ ¨jGC�« `O×Bð q�UF� ∫” ∫ YOŠ
. «“UG�« iF³� WO³¹d−²�« ©’¨”® rO� sO³¹ ©≤® ‰Ëb−�«Ë

“UG�« rÝ«e�d�«©≤‰u�Ø ≥Â ‰uł® ”©‰u�Ø ≥Â® ’
sOłË—bON�«H

2∞,∞≤¥∑µ≠±∞ x ≤,∂µ
sOłËd²OM�«N

2∞,±≥∂±µ≠±∞ x ≥,∏µ
ÂuOKON�«He∞,∞∞≥¥±µ≠±∞ x ≤,≥¥

. «“UG�« iF³� WO³¹d−²�« ©’¨”® rO� ∫©≤® ‰Ëb−�« 

∫©∑® ‰U¦�
«–S� ¨”Ú  ≤∑ …—«dŠ Wł—œ X×ð ≥Â∞,± UNL−Š W1⁄2«uDÝ√ w� ržµ∂ U1⁄4—«bI� sOłËd²OM�« s� WOL� XF{Ë
—U³²Ž« vKŽ W1⁄2«uDÝ_« w� “UG�« jG{ V�Š« ¨ rž≤∏ ÍËU�ð sOłËd²OM�« s� bŠ«u�« ‰uL�« WK²� Ê√ XLKŽ

∫ “UG�« Ê√
wIOIŠÆ»   Æ w�U¦� Æ√

∫q(«

„Ú ≥∞∞Ω≤∑≥´≤∑Ω ©œ® WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ  ¨ ‰u�≤Ω ≤∏
µ∂ Ω “UG�«  ôu� œbŽ

‰UJÝUÐ ¥π∏∏¥ Ω ∞,±
≥∞∞x ∏,≥±¥x≤ Ω 

œ √ Ê
Õ Ω÷ ¨w�U¦L�« “UG�« W�œUF� w� i¹uF²�UÐ∫w�U¦� “UG�«Æ√

≤Õ
≤Ê

”≠ ’Ê≠Õ
œ √ Ê

 Ω÷ ¨e�U�—b1⁄2U� W�œUF� w� i¹uF²�UÐ ∫wIOIŠ “UG�« Æ»

 ≤© ∞, ±
≤

 ®∞,±≥∂±- µ≠±∞ x ≥,∏µ x ≤≠∞, ±
≥∞∞x ∏,≥±¥x≤  Ω   

‰UJÝUÐ ¥π∏∂∏ Ω   

¡Íe−K� d(« —U�*« ∑ ≠ ±
¨WOz«uAŽË WLz«œ W�dŠ “UG�« w�  U3⁄4¹e−�« „d×²ð
Íc�« ¡UŽu�« Ê«—b−ÐË iF³Ð UNCFÐ ÂbDB¹ p�– ¡UMŁ« w�Ë
¡Íe−�« „d×²¹ U�bMF� ¨©∏® qJA�« w� UL� ¨tO� bł«u²ð
s� œbFÐ ÂU� b� ÊuJ¹ ©»®  l{uL�« v�≈ ©√® l{uL�« s�
¡Íe−�« tJK�¹ Íc�« —U�L�« ‰uÞ Ê√ kŠö1⁄2Ë ¨ U�œUB²�«

 «—U�L�« ‰«uÞ√ lL−Ð d×�« —U�L�« ‰uÞ jÝu²� »U�Š ÎU¹dE1⁄2 lOD²�1⁄2Ë ¨nK²�� sOO�U²²� sO�œUBð q� sOÐ

“UG�«  U3⁄4¹eł ÂœUBð ∫©∏®qJA�«
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 jÝu²LÐ sOO�U²²� sO�œUBð sOÐ ¡Íe−�« UNFDI¹ w²�« W�U�L�« jÝu²� vL�¹Ë ¨ U�œUB²�« œbŽ vKŽ UN²L��Ë
  Æ¡Íe−K� d×�« —U�L�«  ‰uÞ

 ø «“UG�« lOL−� W²ÐUŁ t²LO� q1⁄4Ë ø¡Íe−K� d×�« —U�L�« ‰uÞ jÝu²� UNOKŽ bL²F¹ w²�« q�«uF�« w1⁄4 U�  Êü«Ë
øÎö¦� W�U¦J�U� “UGK� WOzU¹eOH�« hzUB��« dOG²Ð t²LO� dOG²ð q1⁄4Ë

 WDÝu²�  WŽd�Ð  dO�¹Ë  ©·®  ÁdD�  ÎU3⁄4¹eł  UM¹b�  Ê√  ÷d²H1⁄2  ¨¡Íe−K�  d×�«  —U�L�«  ‰uÞ  jÝu²�  »U�×�
 ÂbBÐ p�– ‰öš ÂuI¹Ë ¨©“ Ÿ® U1⁄4—«bI� W�U�� lDIOÝ t1⁄2S� ¨©“® U1⁄4—«bI� WOM�“ …d²� ‰ö�� Æ©Ÿ® U1⁄4—«bI�

 ¨©“ Ÿ® UN�uÞ WO{«d²�« W1⁄2«uDÝ√ sL{ U1⁄4e�«d� lIð w²�«  U3⁄4¹e−�« lOLł
 W1⁄2«uDÝ_« Ác1⁄4 q¦Lð YOŠ ¨©π® qJA�« dE1⁄2« ¨≤· π w{dF�« UNFDI� WŠU��Ë
 Ác1⁄4 ‰öš ¡Íe−�«  UNÐ  ÂbDB¹ Ê√ qL²×¹ w²�«   U3⁄4¹e−�«  lOLł WO{«d²�ô«
 błuð w²�«  U3⁄4¹e−�« œbF� ÎU¹ËU�� WKL²×L�«  U�œUB²�« œbŽ ÊuJ¹Ë ¨ …d²H�«

∫ W�öF�« s� UNÐU�Š sJL¹Ë ¨W1⁄2«uDÝ_« Ác1⁄4 w�
W1⁄2«uDÝ_« w�  U3⁄4¹e−�« œbŽ Ω  U�œUB²�« œbŽ

W1⁄2«uDÝ_« r−Š x Âu−×�« …bŠË w�  U3⁄4¹e−�« œbŽ  Ω  
 “ Ÿx ≤· π x ±Ê  Ω  

 ∫ ÊS� oÐU��« n¹dF²�« vKŽ ¡UMÐË ¨Âu−×�« …bŠË w�  U3⁄4¹e−�« œbŽ ∫ ±Ê YOŠ

   U�œUB²�« œbŽ
WŽuDIL�« WOKJ�« W�U�L�«    Ω ©λ®d×�« —U�L�« ‰uÞ jÝu²�

  
±Ê≤· π 

 ±    Ω   ©“ Ÿ x ≤· π x 
±Ê® 

 “ Ÿ    Ω λ              

 U1⁄2d³²Ž« «–≈ U�√ ¨ ÂœUB²�« ¡UMŁ√ WM�UÝ vI³ð Èdš_«  U3⁄4¹e−�« lOLł Ê√ W�öF�« Ác1⁄4 ‚UI²ý« bMŽ UM{d²�« b�Ë
∫wðQ¹ UL� `³B²� WIÐU��« W�öF�« q¹bFð s� bÐ ö� wFO³D�« l{u�« w� UL� W�dŠ W�UŠ w�  U3⁄4¹e−�« Ác1⁄4 Ê«

©±∞®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ  
 ±

±Ê≤· π   ≤
 Ω λ

 ©∏® ‰U¦�
 Íu???ł j??G{ bŠ«ËË ”uO??�K???Ý dHB�«  Wł—œ w� ¡«uN�«   U3⁄4¹e−� d×�«  —U?????�L�«  ‰uÞ jÝu²� V??�Š«
 …bŠË w�  U3⁄4¹e−�« œbŽË ¨Â±∞≠±∞ x  ≥ ÍËU�¹ ¡Íe−�« dD� Ê√ XLKŽ «–≈ ¨© ‰UJÝUÐ µ ±∞  x ±,∞≥®

Æ ≥ÂØ ¡Íeł  ≤µ±∞ x  ≤,∑≥   ÍËU�ð Âu−×�«

Â ∑≠±∞ x ±[∞≥ Ω 
 ±

≤µ±∞ x  ≤,∑≥ x ≤© ±∞≠±∞ x  ≥® π   ≤
 Ω  

 ±

±Ê≤· π   ≤
 Ω λ   ∫q(«

¡Íe−K� d×�« —U�L�« ∫©π®qJA�«

ørKFð q1⁄4
 d×�«  —U�L�«  ‰uÞ  jÝu²�  mK³¹  
 ±∞∞  ŸUHð—«  vKŽ  ¡«uN�«   U3⁄4¹e−�
 ≥∞∞ ŸUHð—«  vKŽË ¨ Â ± w�«uŠ r�
 lOD²�ð  q1⁄4  Æ  r�  ±µ  w�«uŠ  ¨r�

 ø p�– dO�Hð



±∞∞±∞±

WOFO³D�« d1⁄4«uE�« iFÐ dO�Hð ∏ ≠ ±

∫nŁUJ²�«Ë d�³²�«   Æ±
b� ‰u×J�« WOL� Ê√ s�e�« s� …d²� bFÐ kŠöð ¨·uAJ� dOG� ¡UŽË w� ‰u×J�« s� WOL� XF{Ë «–≈

øÁ¡UH²š« d�Hð nO�Ë ø‰u×JK� qBŠ «–UL� ¨XH²š«
pK²Lð UNÒ1⁄2√Ë …dL²�� WOz«uAŽ W�dŠ W�UŠ w�  U3⁄4¹eł s� n�Q²ð …œUL�« Ê√ WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 s� X�dŽ
vKŽ VKG²�« lOD²�ð WO�UŽ WO�dŠ W�UÞ pK²Lð w²�«  U3⁄4¹e−�« ÊS� WðËUH²� UNðU3⁄4¹eł WŽdÝ Ê√ YOŠË ¨WO�dŠ W�UÞ
UN²�dŠ ¡UMŁ√  U3⁄4¹e−�« ÂœUBð —«dL²ÝUÐË ¨qzU��« `DÝ s� XKH²� Èdš_«  U3⁄4¹e−�« sOÐË UNMOÐ pÝUL²�« Èu�
vI³¹ ô v²Š WOKLF�« dL²�ðË ¨qzU��« `DÝ s�  ö�ù« lOD²�²� Èdš√ …b¹bł  U3⁄4¹e−� WO�d×�« W�UD�« œ«œeð
w²�«  U3⁄4¹e−�« Ê≈ øÎUIKG� ¡UŽu�« ÊU� «–≈ Àb×¹ «–U� sJ�Ë Æd�³ð b� qzU��« Ê√ ∫‰uI1⁄2 U1⁄4bMŽ ¨¡wý qzU��« s�
v�≈ œuF²� UNCFÐ W�UÞ ÷UH�1⁄2« v�≈ ÍœR¹ UL� ªiF³Ð UNCFÐ l� ÂbDB²� t�u� vI³ð qzU��« `DÝ s� X²K�√
ÎU¹ËU�� qzU��« d�³ð ‰bF� `³B¹ U�bMŽË ¨nŁUJ²�« WOKLŽ qzU��« v�«  U3⁄4¹e−�« …œuŽ vL�ðË ¨WO1⁄2UŁ qzU��« `DÝ
—«dL²Ý« vMFLÐ ¨ÎUOJO�UM¹œ Ê«eðô« «c1⁄4 ÊuJ¹Ë ¨Á—U�Ð l� Ê«eð« W�UŠ w� qzU��« Ê≈∫‰uI1⁄2 Á—U�Ð nŁUJð ‰bFL�

  ÆnŁUJ²�«Ë d�³²�« w²OKLŽ
∫ÊUOKG�« ≠≤

bMŽ W²ÐUŁ tð—«dŠ Wł—œ vI³ð W¹“UG�« W�U×�« v�≈ W�uO��« W�UŠ s� ‰u×²�UÐ √b³¹ U�bMŽ qzU��« Ê√ ÎUIÐUÝ XLKFð
¡UŽË X³�«— «–≈ ÆqzU��« ¡«eł√ lOLł w�  UŽUIH�« ÊuJð WŽdÝ œ«œeð U1⁄4bMŽ ¨ÊUOKG�« Wł—bÐ ·dFð WMOF� Wł—œ
UNŽUHð—« ¡UMŁ√Ë vKŽ√ v�≈ ŸUHð—ô« w� √b³ð rŁ ¨¡UŽu�« qHÝ√ w� “Už  UŽUI� ÊuJð XEŠô ¡U� tO� wKG¹ włUł“

øWO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 vKŽ œUL²ŽôUÐ p�– d�H1⁄2 nOJ� ¨qzU��« `DÝ qBð Ê√ v�≈ ¨UNL−Š œ«œe¹
ÊuJð ¨¡U� —U�ÐË ¡«u1⁄4 vKŽ Íu²×ð  UŽUI� ÊuJ²ð sO��²K� W−O²1⁄2Ë »«c� ¡«u1⁄4 vKŽ Íu²×¹ ¡UL�« Ê≈
√b³ð U1⁄4bMŽ ¨wł—U��« jGCK� ÎU¹ËU�� wKš«b�« UNDG{ `³B¹ Ê√ v�≈ UNL−Š d³J¹Ë ¨…dL²�� W�dŠ W�UŠ w�
¡UL�« —U�Ð UNM� bŽUB²¹Ë d−HMð ¡UL�« `DÝ WŽUIH�« qBð U�bMŽË ¨ŸUHð—ô« l� UNL−Š œ«œe¹Ë ¨vKŽ_ W�d×�«

ÆÊUOKG�UÐ √bÐ ¡UL�« Ê≈ ∫‰uI1⁄2 UM1⁄4Ë ¨`D��« ‚u�



±∞∞±∞±

qBH�« WK3⁄4Ý«

∫wðQ¹ UL� qJÐ œuBIL�« `{Ë ∫±”
Æ¡Íe−K� d×�« —U�L�« ‰uÞ jÝu²� ¨w�U¦L�« “UG�« ¨WO1⁄2Ë«d³�« W�d×�«  

∫wðQ¹ UL� ö� qKŽ ∫≤”
ÆWCH�M� tð—«dŠ Wł—œË Î̈«dO³� tDG{ ÊU� «–≈ “UG�« vKŽ w�U¦L�« “UG�« W�œUF� o³DMð ô ©±

Æ Ád�³ð ¡UMŁ√ iH�MðË ¨t1⁄2UOKž ¡UMŁ√ qzU��« …—«dŠ Wł—œ X³¦ð ©≤
ÆtOKŽ l�«u�« jGC�« œ«œ“« «–≈ Íu3⁄4L�« dHB�« s� q�√ …—«dŠ  Uł—œ vKŽ bOK−�« dNBM¹ ©≥

ÆU×¹—√Ë ”bI�« w� UN�H1⁄2 …—«d×�« Wł—œ bMŽ ¡UL�« wKG¹ ô ©¥
…—«d×�« —bB� Âb�²Ý« «–≈¨ W¹œUF�« dłUMD�UÐ W1⁄2—UI� q�√ s�eÐ ÂUFD�« ÃUC1⁄2« vKŽ jGC�« dłUMÞ qLFð ©µ

Æs�e�« fHM�Ë ¨t�H1⁄2
Æ ”uO�KÝ dH� Wł—œ s� vKŽ√ tð—«dŠ Wł—œË bL−²¹ Ê√ ¡ULK� sJL¹ ©∂

ÆsO��ð ÊËœ ”Ú ©≤∞®Wł—œ vKŽ wKG¹ Ê√ ¡ULK� sJL¹ ©∑

∫ WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 vKŽ ¡UMÐ wðQ¹ UL� Îö� d�� ∫≥”
    “UG�« …—«dŠ Wł—œ ¨“UG�« jG{  

∫r−×�« `³B¹ r�Æo³z“ rÝ µ∑ jG{Ë ”Ú ∑≤ Wł—bÐ ≥rÝ∂∞ UNL−Š —uB×� “Už s� WOL� ∫¥”
øÎU²ÐUŁ tDG{ ¡UIÐ l� ”Ú ±∞∞ tð—«dŠ Wł—œ X×³�√ «–≈ ©±

øo³z“ rÝ ±∞∞ `³BO� tDG{ œ«œ“«Ë ”Ú ±∞∞ tð—«dŠ Wł—œ X×³�√ «–« ©≤

UNDG{Ë Î̈«d²� µ∞ ÍËU�¹ UNL−Š¨ ¨—uB×� w�U¦� “Už s� WOL� UN¹u²×ð w²�«  ôuL�« œbŽ V�Š« ∫µ”
Æ ”Ú ∑≤ Wł—bÐ ‰UJÝUÐ µ±∞x ±[≤ ÍËU�¹

jGC�« V�Š« Æ”Ú ∑≤ tð—«dŠ Wł—œË ¨d²� ±∞ tL−Š ¡U1⁄2≈ w� —uB×� sOłË—bON�«“Už s� WOL� ∫∂”
∫“UG�« U1⁄2d³²Ž« «–≈¨ “UG�« «c1⁄4 s� bŠ«Ë ‰u� sŽ TýUM�«

 UOIOIŠ ©≤        UO�U¦� ©±  

∫YOŠ s� sOłËd²OM�«Ë sOłË—bON�« Í“Už  U3⁄4¹eł sOÐ Ê—U� WO3⁄4¹e−�« W�d×�« W¹dE1⁄2 vKŽ ¡UMÐ ∫∑”



±∞≤

 ÆWO�d×�« W�UD�« ©?ł WŽd��« ©» WK²J�« ©√  
 Æ…—«d×�« Wł—œ fH1⁄2 ULN� Ê√ ÷d� vKŽ  

V�Š« Æ” Ú ≤∑ Wł—bÐ ¨≥Â µ[∞ UNL−Š W1⁄2«uDÝ√ w� rG� ∞[∂¥ UN²K²� sO−��_« s� WOL� XFLł ∫ ∏”
ÂUF�« “UG�« XÐUŁ Ê√Ë ¨rž ≥≤ ÍËU�ð sO−��ú� WO�uL�« WK²J�« Ê√ XLKŽ «–≈ W1⁄2«uDÝ_« qš«œ jGC�«

Æ‰u� Æ„Ø‰uł ∏[≥±¥ Ω

¨Â±∞≠±∞x≥ —uB×L�« “UG�« ¡Íeł dD� nB1⁄2 Ê√ XLKŽ «–S� ¨XÐUŁ r−Š X×ð W1⁄2«uDÝ√ w� —uB×� “Už ∫π”
∫V�Š« ÀØÂ µ∞∞ ¡Íe−�« W�dŠ WŽdÝ jÝu²�Ë ≥ÂØ¡Íeł ≤µ±∞ x ≥ WO3⁄4¹e−�« t²�U¦�Ë

Æ¡Íe−K� d×�« —U�L�« jÝu²� ‰uÞ ≠±
Æ…bŠ«u�« WO1⁄2U¦�« w� ¡Íe−�« UNŁb×¹ w²�«  U�œUB²�« œbŽ ≠≤

XFHð—« ¨≥ rÝ ≤∞ WŽUIH�« r−Š ”Ú ¥ …—«d×�« Wł—œ YOŠ Â¥∞ oLŽ vKŽ …dO×Ð ŸU� w� WOz«u1⁄4 WŽUI� ∫±∞”
Æ`D��« bMŽ WŽUIH�« r−Š V�Š« ”Ú ∑ …—«d×�« Wł—œ YOŠ `D��« v�≈ WŽUIH�«



±∞≥

≤ Í—«d×�« p¹d×²�« sO1⁄2«u�

 .…œULK� WOKš«b�« W�UD�«Ë qGA�«Ë …—«d×�UÐ WIKF²L�« WOzU¹eOH�« ‚dD�« WÝ«—bÐ Í—«d×�« p¹d×²�« rKŽ vMFÔ¹
 œ—U³�« r�−�« v�≈ sšU��« r�−�« s� qI²Mð …—«d×�« ÊS� ¨œ—UÐ dšü«Ë ¨sšUÝ UL1⁄4bŠ√ ¨sOL�ł f�öð bMF�

.ULNOð—«dŠ Wł—œ ÈËU�²ð v²Š
 w� ŸUHð—« p�– sŽ Z²M¹ YOŠ ¨t� WOKš«b�« W�UD�« …œU¹“ vKŽ œ—U³�«  r�−�« UN³�²�« w²�« …—«d×�« qLFðË
 tMŽ Z²M¹Ë ¨t� WOKš«b�« W�UD�« s� hIM¹ …—«d×K� sšU��« r�−�« Ê«bI� Ê√ UL� ¨t²�UŠ w� dOGð Ë√ tð—«dŠ Wł—œ
 W�UD�« w� dOG²�«Ë …œuIHL�«Ë W³�²JL�« …—«d×�« WOL� sOÐ W�öF�« UL� ¨t²�UŠ w� dOGð Ë√ tð—«dŠ Wł—œ w� ÷UH�1⁄2«

ø…œULK� WOKš«b�« W�UD�« ’UI1⁄2≈ Ë√ …œU¹“ UNÐ sJL¹ w²�« ‚dD�« U�Ë ø…œULK� WOKš«b�«

 ∫Ê√ vKŽ Î«—œU� ÊuJ²ÝË ¨qBH�« «cN� p²Ý«—œ bFÐ UNMŽ WÐUłù« s� sJL²²Ý U1⁄4dOž Èdš√Ë ¨WK3⁄4Ý_« Ác1⁄4
ÆÍ—«d×�« ÂUE?M�« ÂuNH� ·dFð Æ±

ÆU1⁄4QAM� d�HðË ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« ÂuNH� `{uð Æ≤
 dOG²�«Ë ÂUEM�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« sOÐ W�öF�« d�cð Æ≥

ÆWOKš«b�« t²�UÞ w� q�U×�«
ÆÍ—«d×�« p¹d×²�« w� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« h1⁄2 d�cð Æ¥

 ¨pðUÐU¹œ«  ∫W¹—«d×�«   UOKLF�UÐ  œuBIL�«  `{uð Æµ
Æ„—UÐËe¹¬ ¨„—u� Ëe¹¬ ¨‰U�dOŁËe¹¬

  UOKLF�« vKŽ Í—«d×�« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« o³Dð Æ∂
ÆÁöŽ√ W¹—«d×�«

 w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UIK� p1⁄2öÐË sHK�Ë ”uOÝËö� WGO� d�cð Æ∑
ÆÍ—«d×�« p¹d×²�« w�

 w�  Í—«d×�«  p¹d×²K�  w1⁄2U¦�«  Êu1⁄2UI�«  WOL1⁄4√  sO³ð Æ∏
ÆWFO³D�«

ÆUNOKŽ WK¦�√ wDFðË ¨W¹—«d×�« W�ü« ·dFð Æπ
ÆUNKŠ«d�Ë ¨UN²OL1⁄4√Ë ¨u1⁄2—U� …—Ëœ ·dF²ð Æ±∞



±∞¥±∞µ

Í—«d(« ÂUEM�« ± ≠ ≤
—UÞSÐ tÐ jO×L�« jÝu�« sŽ W�uBH�Ë W�uKF� œËbŠ t� W�UD�«Ë …œUL�« s� œËb×� ¡eł u1⁄4 Í—«d×�« ÂUEM�«
ÎUOÝUÝ√ Î«—Ëœ Í—«d×�« ÂUEM�« VFK¹Ë .jI� W¹—«d×�« tBzUBš WÝ«—œ qł√ s� WÝ«—bK� tŽUCš≈ sJL¹Ë ¨sOF�
r²¹Ë ¨ÂUEM�«  «—–Ë  U3⁄4¹e−� WOz«uAF�« W�d×�UÐ WD³ðdL�« W¹—«d×�« W�UD�«Ë WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« sOÐ W�öF�« WÝ—«bÐ
¨w³¹d−ð rKŽ u1⁄4Ë ¨qGA�«Ë …—«d×�« sOÐ W�öF�UÐ r²N¹ rKŽ u1⁄4Ë ¨W¹—«d×�« UJO�UM¹b�« rKŽ ‰öš s� t²Ý«—œ

.WOFO³D�«  «b1⁄4UAL�«Ë »—U−²�« s� WBK�²�� tðUOÝUÝ√Ë tMO1⁄2«u� lOLł
w� b¹d³²�« ÂUE1⁄2 ¨nOOJ²�« ÂUE1⁄2 ¨W¹e�dL�« W3⁄4�b²�« ÂUE1⁄2 ¨W¹—U�³�« W�ü« ∫W¹—«d×�« WLE1⁄2_« vKŽ WK¦�_« s�Ë

. U�d×L�«Ë  ôü«

∫UL1⁄4 ¨W¹—«d×�« WLE1⁄2_« s� ÊUŽu1⁄2 błu¹
r²¹ ôË ¨tÐ jO×L�« jÝu�« sŽ ÎU�ULð ‰ËeF� ÂUE1⁄2 u1⁄4Ë ∫oKGL�« ÂUEM�« Æ√
tð—«dŠ WOL� vI³²� ¨tÐ jO×L�« jÝu�« sOÐË tMOÐ W¹—«dŠ W�UÞ Í√ ‰œU³ð

Æ©±®qJA�« dE1⁄2« Î̈U¹—«dŠ ‰ËeF� ¡UŽË w� —uB×� “Už ∫q¦� ¨W²ÐUŁ
sOÐË tMOÐ W¹—«d×�« W�UD�«  ‰œU³²Ð `L�¹  ÂUE1⁄2 u1⁄4Ë ∫Õu²HL�« ÂUEM�« Æ»
dE1⁄2«¨WOKLF�« …UO×�« w� W¹—«d×�« WLE1⁄2_« rEF� q¦� ¨tÐ jO×L�« jÝu�«

Æ©≤®qJA�«
∫sO²I¹dDÐ Í—«d×�« ÂUEM�« WÝ—«œ r²ð

WK�UJ�« qO�UH²�« “«dÐSÐ vMFÔðË ∫(microscopic) W¹dN−L�« WÝ—«b�«
Ê«bO� u1⁄4Ë ¨UNMOÐ  U�öF�«Ë ÂUEM�« w�  U3⁄4¹e−�« Ë√  «—c�« W�d×�

ÆWOzUBŠù« UJO1⁄2UJOL�«
 «dOG²� sOÐ W�öF�« WÝ«—bÐ vMFÔðË∫(macroscopic) W¹d1⁄4U−�« WÝ«—b�«
W�UD�«Ë ¨WK²J�«Ë ¨…—«d×�« Wł—œË ¨jGC�«Ë ¨r−×�« ∫q¦� ¨ÂUEM�«

ÆW¹—«d×�« UJO�UM¹b�« rKŽ Ê«bO� u1⁄4Ë ¨WOKš«b�«

©œ?Þ® “UGK� WOKš«b�« W�UD�« ≤ ≠ ≤
Íc�«r�−�«v�≈vKŽ√tð—«dŠ Wł—œÍc�«r�−�«s� qI²Mð…—«d×�«Ê√ÂuKFL�«s�

ÆsOL�−�« …—«dŠ Wł—œ ÈËU�²ð v²Š ‰UI²1⁄2ô« dL²�¹Ë ¨q�√ tð—«dŠ Wł—œ
pK²Lð UN1⁄2√Ë ¨…dL²�� W�dŠ W�UŠ w� …œUL�«  U3⁄4¹eł Ê√ ÎUIÐUÝ X�dŽ b�Ë
¨UNMOÐ W�œU³²L�« ÈuI�«  V³�Ð l{Ë W�UÞ Êe²�ðË ¨UN²�dŠ V³�Ð WO�dŠ W�UÞ

ÆWOKš«b�« W�UD�« vL�¹ W�UD�« s� sOKJA�« s¹c1⁄4 ŸuL−�Ë

oKG� ÂUE1⁄2 ∫©±® qJA�«

Õu²H� ÂUE1⁄2∫©≤® qJA�«

Í—«dŠ Ÿœu²��

Í—«dŠ ‰“UŽ



±∞¥±∞µ

ÆULNO²K� Ë√ sO²I¹dD�« ÈbŠSÐ ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« …œU¹“ sJL¹ «c�
ÆÍ—«dŠ —bB� WÞUÝuÐ W¹—«dŠ W�UDÐ ÂUEM�« b¹Ëeð Æ√

Æ ÂUEM�« vKŽ qGý ‰cÐ Æ»
ÆqIð WOKš«b�« t²�UÞ ÊS� ÎöGý t�H1⁄2 ÂUEM�« ‰cÐ Ë√ …—«d×�« s� WOL� ÂUEM�« d�š «–≈ U�√

…—«d(« WOL� »U�Š ≥ ≠ ≤
dOG²ð U�bMF�Æ©W¹—«dŠ W�UÞ® …—«d×�« s� WOL� d��¹ Ë√ V�J¹ t1⁄2S� œdÐ Ë√ —uB×� “Už s�Ý «–≈ t1⁄2√ X�dŽ

∫WOðü« W�öF�UÐ vDFð ©Õ„® W³�²JL�« …—«d×�« WOL� ÊS� ©≤œ® v�≈ ©±œ® s� “UG�« …—«dŠ Wł—œ
∫YOŠ ¨ œ ∆ X Ê Õ X Ê ΩÕ„

Æ“UGK� WO�uL�« WOŽuM�« …—«d×�«∫ÊÕ ¨“UG�«  ôu� œbŽ ∫Ê

 “UG�« …—«dŠ Wł—œ  dOGð «–S� ¨“UG�« tJK�¹ Íc�« —U�L�« vKŽ bL²Fð W³�²JL�« …—«d×�« WOL� Ê√ błË b�Ë 
¨©Õ Õ® e�d�UÐ UNO�≈ e�d¹Ë ¨r−×�«  u³Ł bMŽ WOŽuM�« …—«d×�« w1⁄4 “UGK� WOŽuM�« …—«d×�« ÊS� ÎU²ÐUŁ tL−Š wIÐË
¨jGC�«  u³Ł bMŽ WOŽuM�« …—«d×�« w1⁄4 “UGK� WOŽuM�« …—«d×�« ÊS� ÎU²ÐUŁ tDG{ wIÐË …—«d×�« Wł—œ  dOGð «–≈ U�√
 u³Ł bMŽ WOŽuM�« …—«d×�«Ë jGC�«  u³Ł bMŽ WOŽuM�« …—«d×�« sO³¹ wðü« ‰Ëb−�«Ë ¨©÷ Õ® e�d�UÐ UNO�≈ e�d¹Ë

Æ «“UG�« iF³� r−×�«
“UG�« Ÿu1⁄2sHK� ‰u�Ø‰uł ©÷Õ®sHK� ‰u�Ø‰uł ©ÕÕ®

ÂuOKON�«≤∞,∏±≤,µ
sOłË—bON�«≤∞,∏≤∞,¥
sO−��_«≤π,¥≤±,±

ÊuÐdJ�« bO��√ w1⁄2UŁ≥∑,∞ ≤∏,µ
Æ «“UG�« iF³� WOŽuM�« …—«d×�« ∫©±®r�— ‰Ëb−�«

Wł—œ l�d� W�“ö�« …—«d×�« WOL� UN1⁄2QÐ ©tDG{® tL−Š  u³Ł bMŽ “UGK� WO�uL�« WOŽuM�« …—«d×�« ·dFð
Æ©tDG{® tL−Š  u³Ł bMŽ …bŠ«Ë ”uO�KÝ Wł—œ “UG�« s� ‰u� bŠ«Ë …—«dŠ

∫©±®‰U¦�
¨”Ú ±∏µ  tð—«dŠ Wł—œË ≥ Â ∞,∞π  tL−ŠË  ‰UJÝUÐ  µ±∞ X  ≥ tDG{ sOłË—bON�« s�  w�U¦� “Už
ÂUF�« “UG�« XÐUŁ Ê√ XLKŽ «–S� ¨”Ú ±µ X×³�√ v²ŠÎU²ÐUŁ tDG{ ¡UIÐ l� “UG�« …—«dŠ Wł—œ XCHš
¨‰u�Æ„Ú Ø ‰uł ≤∞,∏ Ω  ©÷ Õ® jGC�«  u³Ł bMŽ WOŽuM�« …—«d×�«  Ê√Ë ¨‰u�Æ„ ÚØ‰uł ∏,≥±¥

∫błËQ�
Æ…œuIHL�« …—«d×�« WOL�  Æ» Æ“UG�«  ôu� œbŽ Æ√



±∞∂±∞∑

∫q(«

Æ‰u� ∑,± Ω   ©≤∑≥´±∏µ® x ∏,≥±¥
∞,∞π xµ±∞ x ≥  Ω 

±œ√
±Õ ±÷

 ΩÊ Æ√

œ ∆ x
÷Õ  x „ ΩÕ„ Æ»

Æ‰uł ¥±∞ x ≤,µ≠ Ω ©±∏µ ≠±µ® x ≤∞,∏ x ∑ ,± Ω   

—uB;« “UG�« qGý ¥ ≠ ≤
qHÝ√ v�≈Ë vKŽ√ v�≈ W�d×K� qÐU� nOHš f³JLÐ …œËe� —uB×� “Už UNÐ W1⁄2«uDÝ√ —ËU−L�« qJA�« w�
¨Ê«eð« W�UŠ w� ÎULz«œ vI³¹ YO×Ð b¹bý ¡j³Ð œbL²OÝ “UG�« ÊS� ¨…—«d×�« s� WOLJÐ ¡j³Ð “UG�« œË“ «–S� ¨W�uN�Ð

∫Ê√ Í√ ¨Íu−�« jGC�« ÍËU�¹ “UG�« jG{ ÊS� tOKŽË¨ÁœbLð ¡UMŁ√ ÎöGý ‰c³OÝË

XÐUŁ Ω ∞÷ Ω wł—Uš ÷ Ω “Už ÷  

¨W�U�L�« x …uI�« ÍËU�¹ ©‘® “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�« ÊS� ©·∆® W�U�� f³JL�« „d×ð «–≈
·∆ x ‚ Ω ‘  ∫Ê√ Í√

¨ ·∆  x Â x ∞÷ Ω     

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÕ∆ x ∞÷ Ω ‘  

Æf³JL�« WŠU�� ∫Â ∫YOŠ 
Æ—uB×L�« “UG�« jG{ ∫∞÷  

Æ≥Â …bŠuÐ ”UIðË ¨©· ∆ Â® “UG�« r−Š w� dOG²�« ∫Õ∆  

∫©≤® ‰U¦�
ÆÎ«d²� ±µ tL−Š `³�Q� ‰UJÝUÐ µ±∞x ± Á—«bI� XÐUŁ jG{ X×ð œbLð d²� µ tL−Š —uB×� “Už

Æ“UG�« t�cÐ Íc�« qGA�« V�Š«

∫q(«

Õ∆ x ÷ Ω  ‘  
≥≠±∞x ©µ ≠ ±µ) x µ±∞x ± Ω   

‰uł ≥±∞x ± Ω   

—uB×� “Už qGý∫©≥® qJA�«
ÆXÐUŁ jG{ X×ð



±∞∂±∞∑

∫ ÎUO1⁄2UOÐ qGA�« »U�Š
WOKLF�« qO¦Lð o¹dÞ sŽ ÎUO1⁄2UOÐ qGA�« »U�Š sJL¹ oÐU��« ‰U¦L�« w�
dOGð bMF� Æ©¥®qJA�« w� UL� ©Õ ÷® r−×�«Ë jGC�« vM×M� vKŽ

∫ÊS� ¨ ∞÷ XÐUŁ jG{ vKŽ ≤Õ v�≈ ±Õ s� r−×�«

r−×�« w� dOG²�« x jGC�« Ω “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�«
ÎU¹œbŽ ÍËU�¹Ë ¨©±Õ ≠ ≤Õ® x ∞÷ Ω  

Æ ©WKKEL�« WŠU�L�«® vM×ML�« X×ð …—uB×L�« WŠU�L�«
∫ÊS� tOKŽË ¨qOD²�� WŠU�� w1⁄4 WKKEL�« WŠU�L�« ©¥® qJA�« w�Ë

qOD²�L�« WŠU�� Ω qGA�«
Æ‰uł ≥ ±∞ Ω µ±∞ x ≥≠±∞ x ©µ≠±µ® Ω  

∫—U�*« vKŽ “UG�« qGý œUL²Ž«
—U�L�« d³Ž ©»® v�≈ ©√®  s� “UG�«  qI²1⁄2« «–≈ ©µ® qJA�« w�
qOD²�L�« WŠU�� ÎU¹œbŽ ÍËU�¹ ‰Ëc³L�« qGA�« ÊS� ©» ?ł√®

∫Ê√ Í√ ¨©œ » ?ł √®
©±Õ ≠ ≤Õ® ©±÷ ≠ ≤÷® Ω ‘

∫Ê√ Í√ ¨©œ » √® YK¦L�« WŠU�� ÍËU�¹ qGA�« ÊS� Î…dýU³� ©» √® —U�L�« d³Ž “UG�« qI²1⁄2« «–≈Ë
©±÷ ≠ ≤÷® ©±Õ ≠ ≤Õ® ±

≤ Ω ‘

Íc�« —U�L�« vKŽ bL²F¹ ©» ¨ √® q¦� sO²�UŠ sOÐ ‰UI²1⁄2ö� —uB×L�« “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�« Ê√ `{u¹ «c1⁄4Ë
Æt� W¹UNM�«Ë W¹«b³�« W�UŠ vKŽ bL²F¹ ôË ¨ÂUEM�« tJK�¹

∫W−O²1⁄2
s� t�UI²1⁄2« bMŽ ÂUEM�« tJK�¹ Íc�« —U�L�« vKŽ bL²Fð U1⁄4bIH¹ Ë√ U� ÂUE1⁄2 UN³�²J¹ w²�« W¹—«d×�« W�UD�« Æ±

ÆqGA�« q¦� p�– w� UNK¦� ¨Èdš√ WOzUN1⁄2 W�UŠ v�≈ WMOF� WOz«b²Ð« W�UŠ
dšü« sŽ ÎöI²�� ÎUEHŠ ÎUþuH×� ÊuJ¹ s� ULNM� ÎU¹√ ÊS� —U�L�« vKŽ Ê«bL²F¹ …—«d×�«Ë qGA�« Ê√ YOŠ Æ≤

ÆÍ—«dŠ p¹d×ð WOKLŽ Í√ w�

©‰UJÝUÐ® ÷

©d²�®Õ±µΩ≤ÕµΩ±Õ

µ±∞Ω∞÷

XÐUŁ jG{ vKŽ “UG�« qGý∫©¥® qJA�«

÷

Õ
≤Õ±Õ

±÷

√

»

?ł

œ

—U�L�« vKŽ qGA�« œUL²Ž«∫©µ® qJA�«

≤÷



±∞∏±∞π

Í—«d(« p¹d×²�« 51⁄2«u� µ ≠ ≤
∫Í—«d(« Ê«eðô«

Wł—œ ÈËU�²ð Ê√ v�≈ W1⁄2u�Ý q�_« ÂUEM�« v�≈ sšU��« ÂUEM�« s� qI²Mð …—«d×�« ÊS� ¨…—«dŠ ÊU�UE1⁄2 ‰œU³²¹ U�bMŽ
qš«œ W¹—«d×�« W�UDK� wKF� ‰œU³ð UNO� ÊuJ¹ ô W�UŠ w1⁄4Ë ¨Í—«dŠ Ê«eð« W�UŠ w� ÊU�UEM�« `³BO� ULNOð—«dŠ
ÂUEM�« ¡«eł√ lOLł w� UN�H1⁄2 w1⁄4 …—«d×�« Wł—œË jGC�U� t²�UŠ nBð w²�«  «dOG²L�« ÊuJð ÊQÐ p�–Ë ¨ÂUEM�«

Ætð«– l� Êe²� ÂUEM�« Ê≈ ∫‰UIO�

∫ÍdHB�« Êu1⁄2UI�«
Ê«eð« W�UŠ w� ÊuJ¹ ©√® ÂUEM�« ÊS� ©?ł® Y�UŁ ÂUE1⁄2 l� Í—«dŠ Ê«eð« W�UŠ w� ©»® ¨©√® ÊU�UEM�« ÊU� «–≈

Æ©»® ÂUEM�« l� Í—«dŠ

∫Í—«d(« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�«
w� dOG²�« ÊS� ¨©≤œ ¨ ≤Õ ¨ ≤÷® …b¹bł Ê«eð« W�UŠ v�≈ ©±œ ¨ ±Õ ¨±÷® WMOF� Ê«eð« W�UŠ s� ÂUE1⁄2 qI²1⁄2« «–≈

ÆÂUEM�« tJKÝ Íc�« —U�L�«vKŽ Ê«bL²F¹ ô ©œ◊∆® WOKš«b�« t²�UÞ w� dOG²�«Ë ©œ∆® tð—«dŠ Wł—œ
‰cÐ Ë√ ÂUEM�« t�cÐ Íc�« qGA�«Ë ¨©Õ„® U1⁄4bI� Ë√ ÂUEM�« UN³�²�« w²�« …—«d×�« WOL� sOÐ ‚dH�« Ê√ błË b�Ë

ÆsO²�U×�« sOÐ —U�L�« vKŽ bL²F¹ ô ©‘® tOKŽ
ÆÍ—«d×�« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« u1⁄4 «c1⁄4Ë ¨©œ◊∆® ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« ÍËU�¹ ©‘ ≠ Õ„® ‚dH�« «c1⁄4Ë

∫Êu1⁄2UI�« h1⁄2
qGA�« UNM� ÎUŠËdD� ÂUEM�« U1⁄4bI� Ë√ UN³�²�« w²�« …—«d×�« WOL� ÍËU�¹ ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�«

ÆÂUEM�« t�cÐ Ë√ ÂUEM�« vKŽ ‰cÐ Íc�«

∫ÎUO{U¹—
©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ‘ ≠ Õ„ Ω œ◊∆

ÆWOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« Ω ±œ◊ ≠ ≤œ◊ Ω œ◊∆ ∫YOŠ
 «–≈ W³�UÝË¨…—«dŠ ÂUEM�«V�²�««–≈W³łu�ÊuJðË ¨…—«d×�«WOL� ∫Õ„ 

Æ…—«dŠ ÂUEM�« bI�
ÆÂUEM�« vKŽ ÎöGý ‰cÐ «–≈ ÎU³�UÝË ÎöGý ÂUEM�« ‰cÐ «–≈ ÎU³łu� ÊuJ¹Ë ¨qGA�« ∫‘

∫Í—«d(« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« vKŽ  UEŠö�
W�UD�« …œU¹“  sJL¹ YOŠ ¨…—«d×�« WOL�Ë qGA�«  sOÐ  eOL¹ ô Í—«d×�« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�«  Ê≈ Æ±

ÆULNOKJÐ Ë√ tOKŽ qGý ‰c³Ð Ë√ ¨…—«d×Ð Áb¹Ëe²Ð U� ÂUEM� WOKš«b�«

 …—«dŠ Wł—œ XOIÐ  «–≈ Î«dH� Ω œ◊∆  
p¹d×²�« —U�� ÊU� «–≈ Ë√  ¨W²ÐUŁ ÂUEM�«
W�UŠ w� «c1⁄4 ÊuJ¹Ë ÎUIKG� Í—«d×�«

Æ©WK�U� …—Ëœ® oKG� —U��

√?ł»



±∞∏±∞π

W�UD�« ‰UJý√ s� qJý Í√ w� …œU¹“ ÍQ� ¨W�UD�« kHŠ Êu1⁄2U� u1⁄4 Í—«d×�« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« Æ≤
Ædš¬ qJý w� hI1⁄2 t³ŠUB¹

ÎUþuH×� ÊuJ¹ s� ULNM� Îö� Ê√ s� ržd�« vKŽ ÂUEM�« tJK�¹ Íc�« —U�L�« vKŽ Ê«bL²F¹ …—«d×�«Ë qGA�« Æ≥
ÆÍ—«dŠ p¹d×ð WOKLŽ W¹√ w� dšü« sŽ ÎöI²�� ÎUEHŠ

ÆULNMOÐ ÂUEM�« tJK�¹ Íc�« —U�L�« ÊU� ULN� XÐUŁ sO²�UŠ sOÐ © œ◊∆® WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« Æ¥

∫ ©≥®‰U¦�
∫«–≈ ÂUEM� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« V�Š«

ÆXÐUŁ r−Š X×ð ‰uł©µ∞∞∞® U1⁄4—«bI� …—«dŠ WOL� bI� Æ√
Æ‰uł ©µ∞∞® Á—«bI� ÎöGý ÂUEM�« ‰cÐË ‰uł ©≤∞∞∞® U1⁄4—«bI� …—«dŠ WOLJÐ ÂUEM�« œË Ô“ Æ»

∫q(«
dH� Ω “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�« Ê–≈ ÎU²ÐUŁ wIÐ “UG�« r−Š Ê√ ULÐ Æ√

 ‘ ≠ Õ„ Ω œ◊∆ 
‰ułµ∞∞∞≠ Ω ∞ ≠ µ∞∞∞≠ Ω   

Æ‰uł ±µ∞∞ Ωµ∞∞ ≠≤∞∞∞ Ω œ◊∆ Æ»

∫ ©¥®‰U¦�
¨©√ ?ł » √® —U�L�« d³Ž W¹—«dŠ  UOKLŽ WK�K�Ð “Už d� —ËU−L�« qJA�« w�

∫V�Š« ¨‰UJÝUÐ Ú ±∞ Ω ∞÷ ÊU� «–≈
Æ‰Ëc³L�« wKJ�« qGA�« Æ√

ÆjÝu�«Ë “UG�« sOÐ W�œU³²L�« …—«d×�« WOL� Æ»

∫q(«
YK¦L�« WŠU�� ΩwKJ�« qGA�« Æ√

 ŸUHð—ô« x …bŽUI�« WŠU�� ≤
± Ω 

‰uł±µ∞Ω µ±∞ x ∞,µ x ≥≠±∞ x ©±≠∑® x ≤
± Ω 

∫tOKŽË  ¨∞ Ω œ◊∆  Ê–≈ oKG�  —U�L�« Ê√ ULÐ Æ»
 ‘ ≠ Õ„ Ω œ◊∆ 

±µ∞ ≠ Õ„ Ω ∞   
‰uł ±µ∞ Ω Õ„  

± ≤ ≥ ¥ µ ∂

±

∞,µ

√

»
?ł

©µ±∞® ÷
‰UJÝUÐ

©d²�® Õ∑



±±∞±±±

∫ Í—«d(« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« vKŽ  UIO³Dð 
qGý ‰c³Ð U�≈ ∫sO²I¹dDÐ “UGK� WOKš«b�« W�UD�« dOOGð sJL¹ t1⁄2√ X�dŽ
qI²M¹ Ê√ “UGK� sJL¹Ë ¨Í—«dŠ —bB� s� …—«d×Ð Áb¹Ëe²Ð Ë√ ¨“UG�« vKŽ

∫WOðü«  UOKLF�« ÈbŠ≈ V�Š sO²�U×�« sOÐ
ô  Í—«dŠ p¹d×ð WOKLŽ w1⁄4 ∫(Adiabatic) WLOEJ�« WOKLF�« Æ±
YOŠ  tÐ jO×L�« jÝu�«Ë  ÂUEM�« sOÐ  Í—«dŠ ‰œU³ð UNO�  Àb×¹
W1⁄2«uDÝ√ w�  Î«—uB×� “UG�« ÊuJ¹Ë ¨ÎU¹—«dŠ ÎUIKG�  ÂUEM�« ÊuJ¹
Í√Ë ¨„UJ²Š« ÊËœ W�d×�« dŠ f³JLÐ …œËe�Ë ÎU¹—«dŠ W�ËeF�

ÆWOKš«b�« t²�UÞ w� dOG²�« ÍËU�¹ ‰Ëc³� qGý
qGý ÊuJ¹Ë ¨r−×�« qI¹ qš«b�« v�≈ f³JL�« jG{ bMŽ Æ√

ÆÎU³�UÝ “UG�«
Æ‰وeF� ÂUEM�« Ê_Ë ¨‘ ≠Õ „ Ω œ ◊∆

©‘≠® ≠ ∞ Ω œ ◊∆  dH� Ω Õ „ ÊS� 
‘ ´ Ω  œ ◊∆ 

 …—«dŠ Wł—œ ÎUC¹√ œ«œeðË “UG�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« —«bILÐ œ«œeð WOKš«b�« W�UD�« Ê√ wMF¹ «c1⁄4Ë 
ÆjI� “UG�« …—«dŠ Wł—œ vKŽ bL²Fð WOKš«b�« W�UD�« Ê√ YOŠ ¨“UG�«

Æ‰ËeF� ÂUEM�« Ê_ ªdH� Ω Õ „ ¨ÎU³łu� “UG�« qGý ÊuJ¹Ë ¨tL−Š œ«œe¹ ¨“UG�« œbLð «–≈ Æ»
‘ ≠ ∞ Ω ‘ ≠ Õ„ Ω œ ◊∆ ∫tOKŽË 

‘ ≠ Ω  œ ◊∆   
“UG�« t�cÐ Íc�« qGA�« —«bILÐ WOKš«b�« W�UD�« qIð Ê–≈ 

Æ“UG�« …—«dŠ Wł—œ p�c� ÎUF³ð qIðË 

∫ ©µ® ‰U¦�
∫«–≈ WOKš«b�« “UG�« W�UÞ w� dOG²�« —«bI� V�Š« ¨—uB×� “Už vKŽ Íu²×¹ ÎU¹—«dŠ ‰ËeF� ¡UŽË

 .‰uł ±∞∞ Á—«bI� “UG�« vKŽ wł—Uš qGý ‰cÐ Æ√ 
Æ‰uł ±∞∞ Á—«bI� ÎöGý “UG�« ‰cÐ Æ»

∫q(«
Æ‰ËeF� ÂUEM�« Ê_ ¨ ∞ Ω Õ„

Æ‰uł ±∞∞ Ω ©±∞∞ ≠® ≠ ∞ Ω ‘ ≠ Õ„ Ω œ ◊∆ Æ√ 
Æ‰uł ±∞∞≠ Ω ±∞∞≠ ∞ Ω ‘ ≠ Õ„ Ω œ ◊∆ Æ» 

WLOEJ�« WOKLF�« ∫©∂® qJA�«
Í—«dŠ ‰“UŽ

ørKFð q1⁄4
 w� Àb×ð w²�«  UOKLF�« —U³²Ž« sJL¹ 

ÆWLOE�  UOKLŽ ÎUO³�1⁄2 dOB� s�“
ÎULN� Î«—Ëœ WLOEJ�«  UOKLF�« ÍœRðË
ÊuJð –≈ ªWOJO1⁄2UJOL�« WÝbMN�« w�

ÆWLOE� UNðUOKLŽ rEF�



±±∞±±±

∫(isotermal)©‰U�dOŁËe¹√®W²ÐUŁ …—«dŠWł—œX×ðWOKLF�« Æ≤
l�  œbL²�UÐ “UGK�  UM×LÝË  W1⁄2«uDÝ√ w� —uB×�  “Už UM¹b� ÊU�  «–≈
œbLð®vL�¹ W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ X×ð ¡«dłù« «c1⁄4 ÆW²ÐUŁ tð—«dŠ Wł—œ ¡UIÐ
Wł—œ X×ð hKIð vL�¹ ¡«dłù« «c1⁄4 fJŽË ©W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ X×ð

ÆW²ÐUŁ …—«dŠ
X×ð œbLð WOKLŽ q¦L¹ ©»  √®  s� vM×ML�« ©∑® qJA�« w�
X×ð hKIð WOKLŽ q¦L¹ ©œ ?ł® vM×ML�« ULMOÐ ¨©±œ® W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ
WOKLŽ UN1⁄2QÐ WO�dOŁËe¹_« WOKLF�« n¹dFð sJL¹ «c� Æ©≤œ® W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ

.W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ X×ð —uB×L�« “UGK� hKIð Ë√ œbLð
∫isochoric ©„—u�Ëe¹√® XÐUŁ r−Š X×ð WOKLF�« Æ≥

qÐU� dOž ©¡UŽË® W1⁄2«uDÝ√ w� —uB×� “Už s� sOF� r−Š błË «–«
qJA�« kŠô ¨©Îö¦� sO��²�UÐ® …—«d×�« s� WOLJÐ ÂUEM�« «c1⁄4 œË“Ë œbL²K�

∫ÊS� ¨©∏®
ÆdOG²¹ r� r−×�« YOŠ Î̈«dH� Ω Õ∆ ÷ Ω “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�«

‘ ≠ Õ„ Ω œ ◊∆ Ê–≈

Õ„ Ω ∞ ≠ Õ„ Ω     
w²�« W¹—«d×�« W�UD�« —«bILÐ ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« œ«œeð p�c�

ÆU1⁄4bIH¹ w²�« W¹—«d×�« W�UD�« —«bILÐ ÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« qIðË ¨UN³�²J¹
ÆjGC�« œ«“Ë WO�d×�« UN²�UÞ  œ«“Ë  œ«“ b�  U3⁄4¹e−�« W�UÞ Ê√ kŠô

Æ…—UO��« „d×� q¦� wKš«b�« ‚«d²Šô«  ô¬ w� l¹d��«Ë TłUHL�« —U−H1⁄2ô«Ë ‰UF²ýô« ŸuM�« «c1⁄4 vKŽ WK¦�_« s�
:isobaric ©„—UÐËe¹√® XÐUŁ jG{ X×ð WOKLF�« Æ¥

∫WOKLF�« WOHO�
ÆW�uN�Ð qHÝ_Ë vKŽ_ W�d×K� qÐU� nOHš f³JLÐ …œËe�Ë —uB×� “Už Íu²×ð W1⁄2«uDÝ√ Æ±

ÆvKŽ_ f³JL�« l�—Ë ¡j³Ð “UG�« œbL²� ¨…—«d×�« s� WOLJÐ ¡j³Ð ÂUEM�« œË“ Æ≤
ÎU²ÐUŁ vI³OÝ “UG�« jG{ ÊS� tOKŽË ¨ÎUOJO1⁄2UJO� ÎU1⁄2«eð« „UM1⁄4 ÊS� ÎU3⁄4ODÐ ÊU� r−×�« w� dOG²�« Ê_Ë Æ≥

Æ©π® qJA�« kŠô ©∞÷ Ω “Už÷® Íu−�« jGC�« ÎU¹ËU��Ë
 Õ∆Æ÷ Ω »�UGز t�cÐ Íc�« qGA�« 

ÆvM×ML�« X×ð …—uB×L�« WŠU�L�« Ω ©±Õ ≠≤Õ® ∞÷ Ω ‘ 
Æ‘ ≠ Õ„ Ω œ ◊∆  Ê–≈ 

ÆW¹—U�³�« W�ü« w� r²¹ U� ŸuM�« «c1⁄4 vKŽ WK¦�_« s�

÷

Õ»

√
?ł

œ

±œ

≤œ

X×ð “UG�« hKIðË œbLð WOKLŽ ∫©∑® qJA�«
W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ

÷

Õ
±Õ

±÷ √

»≤÷

XÐUŁ r−Š X×ð WOKLF�« ∫©∏® qJA�«

÷

Õ
±Õ

∞÷

≤Õ

‘

√ »

XÐUŁ jG{ X×ð WOKLF�« ∫©π® qJA�«



±±≤±±≥

∫W¹—«d(« W�ü«
 W�UD�«Ë WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« q¦� ¨W�UDK� …bOH� Èdš√ ‰UJý√ v�≈ W¹—«d×�« W�UD�« q¹u×ð vKŽ qLF¹ “UNł w1⁄4 

ÆWOzUÐdNJ�«
∫w1⁄4 ¨qš«b� …bŽ s� W1⁄2uJ� …—ËbÐ W¹—«d×�« W�ü« ÂuIð

Æ©≤œ® WO�UŽ …—«dŠ Wł—œ Í– Ÿœu²�� s� ©≤Õ „® W¹—«dŠ W�UÞ cš√ Æ±
ÆW¹—«d×�« W�ü« s� ©‘® qGý ‰cÐ Æ≤

Æ©±œ® q�√ …—«dŠ Wł—œ Í– Ÿœu²�� v�≈ ©±Õ „ ® W¹—«dŠ W�UÞ W�ü« b¹Ëeð Æ≥
∫Í—«d×�« p¹d×²K� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« oO³D²Ð

‘ ≠ ©±Õ „ ≠ ≤Õ „® Ω œ ◊∆

dH� Ω œ ◊∆  WK�U� …—Ëœ w� r²ð WIÐU��«  UOKLF�« Ê_Ë
Æ©…—«d×�« Wł—œË jGC�«Ë r−×�« rO� YOŠ s� WOz«b²Ðô« W�U×�« fH1⁄2 v�≈ œuF¹ ÂUEM�« Ê_®

±Õ „ ≠ ≤Õ „ Ω ‘   
w²�« …—«d×�« WOL�Ë W¹—«dŠ W�ü WK�U� …—Ëœ w� ZðUM�« wKJ�« qGA�« sOÐ W³�M�« w1⁄4 ∫W¹—«d×�« W�ü« WO�UF�

Æ©WKšbL�« …—«d×�«® W�ü« UNB²Lð

©≥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ •
≤Õ„

±Õ„≠≤Õ„
Ω•

≤Õ„
‘

Ω WO�UFH�« 

∫ ©∂®‰U¦�
Æ‰uł ©±≤∞∞® U1⁄4—«bI� œ—UÐ Ÿœu²�� v�≈ …—«dŠ Ãd�ðË sšUÝ Ÿœu²�� s� ‰uł ≤∞∞∞ cšQð W¹—«dŠ W�¬

∫V�Š«
ÆW�ü« WO�UF�  Æ≤ ÆW�ü« Áe−Mð Íc�ا qGA�« Æ±

∫q(«
‰uł ∏∞∞ Ω ±≤∞∞ ≠ ≤∞∞∞ Ω ±Õ„ ≠ ≤Õ„ Ω  ‘ Æ±

• ¥∞ Ω • ±∞∞ x ≤∞∞∞
∏∞∞

  Ω •±∞∞x  
≤Õ„
‘

  Ω WO�UFH�« Æ≤

∫Í—«d(« p¹d×²�« w� w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UI�«
W�UD�« ‰UJý√ s� qJý w� …œU¹“ Í√ Ê√ YOŠ ¨W�UD�« kHŠ √b³� Í—«d×�« p¹d×²�« w� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�« `{u¹
WOKš«b�« W�UD�« …œU¹“ sJL¹ –≈ ªW�UD�«Ë qGA�« sOÐ ‚dH¹ ô t1⁄2√ UL� ¨UNM� dš¬ qJý w� hI1⁄2 t³ŠUB¹ ÂUEM�« w�

ÆtOKŽ qGý ‰c³Ð Ë√ …—«d×Ð Áb¹Ëe²Ð ÂUEMK�
fJF�« sJ� ¨W¹—«dŠ W�UÞ v�≈ ÎUOK� qGA�« ‰u×²¹ Ê√ sJL¹ –≈ ¨qGA�«Ë …—«d×�« sOÐ rN� ‚d� l�«u�« w� błu¹

≤Õ„
≤œ

‘

±Õ„

±œ

sšUÝ Ÿœu²��

œ—UÐ Ÿœu²��
W¹—«d×�« W�ü« ∫©±∞® qJA�«



±±≤±±≥

ÆÂUEM�UÐ jO×L�« jÝu�« w� dOOGð À«bŠ≈ ÊËœ qGý v�≈ ÎUOK� …—«d×�« q¹u×ð sJL¹ ö� `O×� dOž
∫sOOðü« sOO�U¦L�« ÷dF1⁄2 p�– `O{u²�Ë

r�−�« v�≈ sšU��« r�−�« s� qI²Mð …—«d×�« ÊS� …—«d×�« Wł—œ w� ÊUHK²�� ÊUL�ł qB²¹ U�bMŽ Æ±
ÆsšU��« r�−�« v�≈ œ—U³�« r�−�« s� …—«d×�« qI²Mð Ê√ sJL¹ ô «–≈ qO×²�� fJF�« sJ� ¨œ—U³�«

W¹UNM�« w�Ë ¨oOKF²�« WDI1⁄2 bMŽ „UJ²Šô«Ë ¡«uN�«  U3⁄4¹e−Ð t�«bD�« qFHÐ ÎUO−¹—bð ‰ËbMÐ “«e²1⁄4« h�UM²¹ Æ≤
Ê√ qO×²�L�« s�Ë ¨W¹—«dŠ W�UÞ v�≈ ÎUOK� X�u×ð b� ‰ËbM³K� WOJO1⁄2UJOL�« W�UD�« ÊuJ²� t²�dŠ n�u²ð
v�≈ ÎUOzeł ôË ÎUOK� ô W¹—«d×�« t²�UÞ ‰u×²ð Ê√ sJL¹ ô t1⁄2√ vMFLÐ ¨t�H1⁄2 ¡UIKð s� t²�dŠ ‰ËbM³�« n1⁄2Q²�¹

ÆWOJO1⁄2UJO�W�UÞ
Æ©WOÝuJŽö�«  UOKLF�« ® bŠ«Ë ÁU−ð« w� ÎUOFO³Þ ÎUŁËbŠ Àb×ð w²�«  UOKLF�« Êö¦L¹ sOIÐU��« sO�U¦L�« Ê√ kŠö1⁄2

ÆWKO×²�� UN¹√Ë ÀËb×�« WMJL�  UOKLF�« Í√ w� Y×³¹ Í—«d×�« p¹d×²K� w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UI�«Ë

∫Í—«d(« p¹d×²K� w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UIK� WHK²�*« mOB�«
v�≈ sšU��« r�−�« s� ÎUOFO³Þ ÎU1⁄2U¹dÝ …—«d×�« Íd�ð ∫©WKO×²�L�« Włö¦�«® v�Ë_« ”uOÝËö� WGO� Æ±

ÆwFO³Þ qJAÐ sšU��« v�≈ œ—U³�« r�−�« s� …—«d×�« Íd�ð Ê√ qO×²�L�« s�Ë œ—U³�« r�−�«
ÊU¹dÝ w1⁄4 W¹—«dŠ WOKLF� …bOŠu�« W−O²M�« ÊuJð Ê√ sJLL�« dOž s� ∫©Włö¦�«® WO1⁄2U¦�« ”uOÝËö� WGO� Æ≤
WłU×�« ÊËœ vKŽ√ Wł—œ Í– dš¬ Ÿœu²�� v�≈ WCH�M� …—«dŠ Í– Í—«dŠ Ÿœu²�� s� …—«d×�« s� WOL�

ÆwJO1⁄2UJO� qGý ‰cÐ v�≈
…bOŠu�«W−O²M�«ÊuJðYO×Ð W¹—«dŠW�¬rOLBðqO×²�L�«s�∫©WKO×²�L�«W¹—«d×�« W�ü«®p1⁄2öÐËsHK�WGO� Æ≥

ÆwJO1⁄2UJO� qGý v�≈ ÎUOK� UNK¹u×ðË Í—«dŠ Ÿœu²�� s� W¹—«dŠ W�UÞ ’UB²�« W¹—Ëœ W¹—«dŠ WOKLF�

∫©W¹—«d(« u1⁄2—U� W�¬® u1⁄2—U� …—Ëœ
Î«“Už UNO� qOGA²�«  …œU� ÊuJð WO�U¦� W�¬ w1⁄4  ∫W¹—«d×�« u1⁄2—U� W�¬
WO�UFH� vKŽ_« b×�« qJAðË ¨…—«dŠ wŽœu²�� sOÐ qLFðË¨ÎUO�U¦�

ÆUNK� W¹—«d×�«  ôü«
∫u1⁄2—U� W�¬ WOL1⁄4√

ÆÎU¹dE1⁄2Ë ÎUOKLŽ W¹—«d×�«  ôü« rN� oOLFð Æ±
ÆW¹—«d×�«  ôü« WO�UF� …œU¹“ WOHO� b¹b×ð w� bŽU�ð Æ≤

∫w1⁄4 qŠ«dL�«Ë ¨©±±® qJA�« kŠô ¨WK�U� qOGAð …—Ëœ n�Qð WOÝuJŽ qŠ«d� lÐ—√ w1⁄4Ë ∫u1⁄2—U� …—Ëœ qŠ«d�
ÆVłu� “UG�« qGýË ¨ ∞ Ω œ◊∆ W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ X×ð “UG�« UNO� œbL²¹ ∫©» ®أ WKŠdL�« Æ±

‘ ≠ Õ„ Ω œ◊∆  
‘ ≠ Õ„ Ω ∞          

‘ Ω Õ„   

÷

Õ

√

?ł

»

œ

©≤œ W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ®

©±œ W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ®WLOE�

WLOE�

u1⁄2—U� …—Ëœ ∫©±±® qJA�«



±±¥±±µ

“UG�« t�c³¹ qGý v�إ q�UJ�UÐ ‰u×²ð ©≤Õ„® sšU��« Ÿœu²�L�« s� “UG�« UNB²L¹ w²�« »�×d»ر… WOL� ÊuJ²�
ÆÁœbLð ¡UMŁ√

‘≠ Ω œ◊ ∆ ‰ËeF� “UG�« Ê_ ªWLOE� WOKLFÐ “UG�« œbL²¹ ∫©?ł »® WKŠdL�ا Æ≤
W³�UÝ ∫ œ ∆  

Æ©±œ® v�≈ tð—«dŠ Wł—œ qI²� WOKšاb�« t²�UÞ w� hI1⁄2 v�≈ ÍœR¹ ÁœbLð ¡UMŁ√ “UG�« t�c³¹ Íc�« qGA�« Ê√ Í√
∫©œ ?ł® WKŠdL�« Æ≥

©±œ® W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ X×ð “UG�« jGC¹ 
©‘≠® ≠ Õ„ Ω ∞ V�UÝ ∫‘ ¨ ∞ Ω œ◊ ∆  

‘ ≠ Ω Õ„ 
¡UMŁ√ “UG�«  t�c³¹ V�UÝ qGý v�≈ q�UJ�UÐ ‰u×²ð ©±Õ„) œ—U³�« Ÿœu²�L�« v�≈ “UG�« U1⁄4bIH¹ w²�«  …—«d×�« WOL�

ÆtÞUGC1⁄2«
∫©√ œ® WKŠdL�« Æ¥

 ¡UMŁ√ “UG�« vKŽ ‰Ëc³L�« qGA�« Ê√ Í√ ¨W³łu� œ ∆ W³łu� ∫◊ ∆  WLOE� WOKLFÐ “UG�« jGC¹ 
Æ©≤œ® v�≈ tð—«dŠ Wł—œ œ«œe²� WOKš«b�« t²�UÞ w� …œU¹“ v�≈ ÍœR¹ tÞUGC1⁄2«

≤Õ„
±Õ„

≠± Ω u1⁄2—U� WO�¬ WO�UF� 

∫ÊS� …—«d×�« Wł—œ vKŽ bL²Fð u1⁄2—U� W�¬ w� WOKš«b�« W�UD�« Ê√ YOŠË 

∫Ê–≈  
≤œ
±œ

 Ω
≤Õ„
±Õ„

 

©¥®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ©sHK�® ≤œ ¨ ±œ YOŠ
≤œ
±œ

≠ ± Ω u1⁄2—U� W�¬ WO�UF� 

wŽœu²�� sOÐ qLFð WOIOIŠ W�¬ WO�UF� ÊuJð Ê√ sJL¹ ô Í√ ªW¹—«dŠ W�¬ UNKBð WO�UF� vKŽ√ w1⁄4 ∫u1⁄2—U� WO�UF�
Æ…—«d×�« wŽœu²�� fH1⁄2 sOÐ qLFð w²�« u1⁄2—U� W�¬ WO�UF� s� d³�√ …—«dŠ

∫ ©∑® ‰U¦�
vKŽ ‰uł ¥∞∞ U1⁄4—«bI� …—«d×�« s� WOL� UNO�≈ »d�²ðË ” Ú ≤∑ …—«dŠ Wł—œ vKŽ qLFð WO�U¦� W¹—«dŠ W�¬

∫V�Š« Æ‰uł≥≤∞ wł—U��« jO×L�« v�≈ vDFðË ¨…—Ëœ q� Wł—b�« pKð
Æwł—U��« jO×L�« …—«dŠ Wł—œ Æ≤  ÆW�ü« WO�UF� Æ±

•≤∞ Ω ≥≤∞≠ ¥∞∞
¥∞∞

Ω
≤Õ„

±Õ„≠≤Õ„
Ω 

≤Õ„
‘

Ω W�ü« WO�UF� Æ±  ∫q(«

≥∞∞
±œ

 ≠ ± Ω∞¨≤  
≤œ
±œ

≠ ± Ω W�ü« WO�UF� Æ≤ 

„ ≤¥∞ Ω ±œ    



±±¥±±µ

 qBH�« WK3⁄4Ý√  

¨WOÝuJF�« WOKLF�« ¨…—«d×�« Wł—œ ¨W¹—«d×�« W�ü«  ̈ÂUEM�« ¨WOKš«b�« W�UD�« ∫s� qJÐ œuBIL�« `{Ë    ∫±”
ÆÍ—«d×�« Ê«eðô« ¨oKGL�« ÂUEM�« ¨jGC�«  u³¦Ð WOŽuM�« …—«d×�«

Ê√  U³Łù t�«b�²Ý« sJL¹ nO� sOÐË ¨Í—«d×�« p¹d×²�« w� ‰Ë_« Êu1⁄2UIK� WO{U¹d�« WGOB�« V²�«    ∫≤”
ÆWþuH×� ‰ËeF� Í—«dŠ ÂUE1⁄2 Í_ WOKJ�« W�UD�«

∫wðQ¹ UL� q� vKŽ WOKLŽ WK¦�√ jŽ√ ∫≥”
Æ XÐUŁ jG{ X×ð W¹—«dŠ WOKLŽ  Æ≤  ÆXÐUŁ r−Š X×ð W¹—«dŠ WOKLŽ Æ±

ÆÍ—«d×�« ÂUEM�« Æ¥    ÆWLOE� W¹—«dŠ WOKLŽ Æ≥
∫wðQ¹ U� qKŽ ∫¥”

ÆWŽd�Ð tDG{ bMŽ —uB×� “Už …—«dŠ Wł—œ lHðdð Æ±
Æ XÐUŁ jG{ X×ð “UG�« fHM� UNM� q�√ XÐUŁ r−Š X×ð “UG� WOŽuM�« …—«d×�« Æ≤

ÆWŽd�Ð ÁœbLð bMŽ —uB×� “Už …—«dŠ Wł—œ iH�Mð Æ≥
ÆUN� WO�U¦L�« …¡UHJ�« s� q�√ V�UG�« w� ÊuJð W¹—«dŠ W�¬ …¡UH� Æ¥

ÎULKŽ¨XÐUŁ r−Š X×ð ” Ú ±≥∞ v�≈ ” Ú ±∞ s� sOłËd²OM�« “Už s� rG� ©µ® …—«dŠ Wł—œ XFHð—« ∫ µ”
∫V�Š« ¨„ ÆrG� Ø ‰uł ±¥∑  Ω Õ Õ ÊQÐ

Æ…UDFL�« …—«d×�« WOL� Æ±
Æ“UG�« t�cÐ Íc�« qGA�« Æ≤

ÆWOKš«b�« W�UD�« w� …œU¹e�« Æ≥
¨‰UJÝUÐ± Á—«bI� XÐUŁ jG{ X×ð ¨≥Â ∞[∞∂∑r−Š s� ‰u� ≥ U1⁄4—«bI� ÂuOKON�« “Už s� WOL�  œbLð ∫ ∂”

∫V�Š« Æ„ Æ‰u� Ø ‰uł ≤∞[∏ Ω ÷ Õ ÊQÐ ÎULKŽ ¨≥Â∞[±≥¥ Á—«bI� r−Š v�≈
Æ„ ≤∑≥ WOz«b²Ðô« …—«d×�« Wł—œ X1⁄2U� «–≈ ¨…—«d×�« Wł—œ w� dOG²�« Æ±

Æ“UG�« v�≈ W�UCL�« W¹—«d×�« W�UD�« —«bI� Æ≤
Æ“UG�« s� ‰Ëc³L�« qGA�« Æ≥

ÆÂUEMK� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« Æ¥
ÆdFÝ ¥∞∞∞ W�ü« XODŽ√ «–≈ ø”Ú dH� Ë ”Ú ±∞∞ …—«dŠ w²ł—œ sOÐ qLFð W¹—«dŠ W�ü WO�U¦L�« WO�UFH�« w1⁄4 U� ∫∑”

       ∫ V�Š«
ÆtOKŽ qB×ð Íc�« qGA�« —«bI� Æ±

Æœ—U³�« Í—«d×�« Ê«e�K� W�u×²L�« …—«d×�« WOL� —«bI� Æ≤



±±∂±±∑

…bŠu�« WK3⁄4Ý√

∫wðQ¹ UL� qJ� W×O×B�« WÐUłù« e�— ‰uŠ …dz«œ l{ ∫ ±”
∫WOðü« q�«uF�UÐ ¡Íe−K� d×�« —U�L�« jÝu²� œb×²¹ Æ±

ÆtðU3⁄4¹eł WŽdÝË “UGK� WOze−�« W�U¦J�« Æ±
Æ U3⁄4¹e−�« dD�Ë WOze−�« W�U¦J�« Æ≤

Ær−×�« ¨jGC�« ¨WIKDL�« …—«d×�« Wł—œ Æ≥
ÆWO3⁄4¹e−�« W�U¦J�«  U³Ł bMŽ jGC�« Æ¥

∫WOðü« q�«uF�UÐ “UG�« s� WMOF� WK²� UNŁb×ð w²�«  U�œUB²�« œbŽ œb×²¹ Æ≤
Æs�e�«Ë  U3⁄4¹e−�« WŽdÝË ¡Íe−�« dD� Æ±
Æ s�e�«Ë WO3⁄4¹e−�« W�U¦J�«Ë ¡Íe−�« dD� Æ≤

Æs�e�«Ë WO3⁄4¹e−�« W�U¦J�«Ë  U3⁄4¹e−�« WŽdÝË ¡Íe−�« dD� Æ≥
ÆWO3⁄4¹e−�« W�U¦J�«Ë  U3⁄4¹e−�« WŽdÝË ¡Íe−�« dD� Æ¥

∫U1⁄4œbŠ ¨W×O×� dOž WOðü«  «—U³F�« ÈbŠ≈ Æ≥
Æ…—«d×�«Wł—œËr−×�« fHM� wIOI×�«“UGK�tM�q�√w�U¦L�«“UG�«s� bŠ«Ë ‰u� sŽTýUM�«jGC�« Æ±

Æt�UL1⁄4≈ sJL¹ ô Wł—b� …dO³� wIOI×�« “UG�«  U3⁄4¹eł r−Š Æ≤
Æl{Ë W�UÞ UNMŽ QAM¹ ÈuIÐ UNMOÐ ULO� wIOI×�« “UG�«  U3⁄4¹eł qŽUH²ð Æ≥

Æq¹bFð ÊËœ wIOI×�« “UG�« vKŽ  «“UGK� ÂUF�« Êu1⁄2UI�« oO³Dð “u−¹ ô Æ¥
∫U1⁄4œbŠ ¨W×O×� X�O� WO�U²�«  «—U³F�« ÈbŠ≈ Æ¥

ÆÂUEM�«  U3⁄4¹e−� W�d×�«Ë l{u�« w²�UÞ ŸuL−� w1⁄4 WOKš«b�« W�UD�« Æ±
Ær−×�« WKLN� “UG�«  U3⁄4¹eł Ê_ Î̈«dH� ÍËU�ð w�U¦L�« “UG�« s� ÂUEM� l{u�« W�UÞ Æ≤
ÆÎ«dH� ÍËU�ð XÐUŁ r−Š X×ð WOKLŽ q� w� wIOIŠ “Už Í_ l{u�« W�UÞ w� dOG²�« Æ≥

Í—«dŠ Ê«eð« W�UŠ w� ©»® ÂUEM�« ÊU�Ë ©Ã® ÂUEM�« l� Í—«dŠ Ê«eð« W�UŠ w� ©√® ÂUEM�« ÊU� «–≈ Æ¥
ÆÍdHB�« Ê«eðô« W�UŠ w� ©»´√® sO�UEM�« ÊS� ©Ã® ÂUEM�« l�

ÆUNK¹u×ðË WMOF� Wł—œ bMŽ W¹—«dŠ W�UÞ ’UB²�« ‰öš s� W¹—«d×�« W�ü« qLFð Æµ
Æq�UJ�UÐ qGý v�≈ Æ±

Æq�√ tð—«dŠ Wł—œ jÝË v�≈ ‚dH�« œdÞË wzeł qJAÐ qGý v�≈ Æ≤
ÆvKŽ√ tð—«dŠ Wł—œ jÝË v�≈ ‚dH�« œdÞË wzeł qJAÐ qGý v�≈ Æ≥

Ê«e��« …—«dŠ Wł—b� W¹ËU�� tð—«dŠ Wł—œ jÝË v�≈ ‚dH�« œdÞË wzeł qJAÐ qGý v�≈ Æ¥
ÆÍ—«d×�«



±±∂±±∑

W�UD�« sŽ dEM�« iGÐ ¨q�_« jÝu�« v�≈ …—«dŠ Wł—œ vKŽ_« jÝu�« s� ÎUOzUIKð W¹—«d×�« W�UD�« qI²Mð Æ∂
∫·dFð WIOI×�« Ác1⁄4 ÆjÝË qJ� WOKš«b�«

ÆW¹—«d×�« UJO�UM¹b�« w� ‰Ë_« Êu1⁄2UI�UÐ Æ±
ÆW¹—«d×�« UJO�UM¹b�« w� w1⁄2U¦�« Êu1⁄2UI�UÐ Æ≤

ÆW�UD�« ©¡UIÐ® kHŠ Êu1⁄2UIÐ Æ≥
ÆWK²J�« ©¡UIÐ® kHŠ Êu1⁄2UIÐ Æ¥

©œbL²K� qÐU� dOžË® ‚öžù« rJ×� ¡UŽË w� ” Ú ±≤∑ tð—«dŠ Wł—œ Íc�« ¡UL�« —U�Ð s� ‰u� s�Ý ∫≤”
∫V�Š« ÆsO��²�« ¡bÐ bMŽ tOKŽ ÊU� U� wK¦� tDG{ `³�√ v²Š

ÆWOzUNM�« tð—«dŠ Wł—œ Æ±
Æ—U�³�« UNB²�« w²�« W¹—«d×�« W�UD�« Æ≤

Æ—U�³K� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« Æ≥
 Æ„ Æ ‰u� Ø ‰uł ≤∂ Ω ¡UL�« —U�³� © Ê Õ® ÊQÐ ÎULKŽ 

X×ð ” Ú ±∞∞ Wł—bÐ ¨ ≥ rÝ ≥≥¥≤ tL−Š —U�Ð v�≈ ” Ú ±∞∞ Wł—bÐ ¡UL�« s� ≥ rÝ ≤ ‰u×ð  ∫ ≥”
Ø Î«dFÝ µ≥π ¡UL�« bOFB²� WM�UJ�« …—«d×�« Ê√ XLKŽ «–S� ‰UJÝUÐ © Ú ±∞ × ±[∞±≥ ® Íuł jG{

∫ V�Š« Æ≥ Â Ø rG� ≥ ±∞ × ± Ω ¡UL�« W�U¦� ¨⁄
ÆWOKš«b�« W�UD�« w� …œU¹e�« Æ≤ Æq¹u×²�« WOKLŽ w� ‰Ëc³L�« qGA�« Æ±

ÊUOÐ l� UNM� qO×²�� u1⁄4 U�Ë ¨sJL� u1⁄4 U� sÒOÐ ÆW¹—«dŠ W�¬ qLŽ √b³� WOðü« mOB�« s� q� q¦Lð ∫ ¥”
ÆV³��«

Æ‘    ≤Õ „ Æ±
Æ‘ ´± Õ „    ≤Õ „ Æ≤

Æ≤Õ „ ‘ ´± Õ „Æ≥
Æ≤Õ „   ≤Õ „ Æ¥

pKð vKŽ ‰uł ¥∞∞∞ U1⁄4«—bI� …—«d×�« s� WOL� UNO�≈ »d�²ðË ¨”Ú ≤∑ Wł—œ vKŽ W¹—«dŠ W�¬ qLFð ∫µ”
∫V�Š« Æ‰uł ≥≤∞∞ wł—U��« jO×L�« v�≈ wDFðË ¨…—Ëœ q� w� Wł—b�«

ÆW�ü« WO�UF� Æ±
wł—U��« jO×L�« …—«dŠ Wł—œ Æ≤
ÆW�ü« Ác1⁄4 Áe−Mð Íc�« qGA�« Æ≥



±±∏±±π

“UG� WHK²�� W¹—«dŠ  UOKLŽ —ËU−L�« qJA�« sO³¹ ∫ ∂”
∫w�U¦�

ÆW²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ  «– ©»√® WOKLF�« -

 ÆWLOE� WOKLŽ ©?ł√® WOKLF�«  -

ÆXÐUŁ r−Š X×ð ©?ł »® WOKLF�« -

 dFÝ ¥∞∞ Ω » √ s� W�UCL�« …—«d×�« X1⁄2U� «–≈ -

Æ‰uł ¥[≤ Ω dFÝ ± ∫ ÊQÐ ÎULKŽ 

 ¨dFÝ ±∞∞∞Ω √ Ã s� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�«Ë 
ÆdFÝ µ±∞ ΩWKKEL�« WŠU�L�«Ë

∫ wðQ¹ UL� Îö� V�Š«
Æ» √ s� “UG�« t�cÐ Íc�« qGA�« Æ±

ÆÃ » s� ÂUEMK� W�UCL�« …—«d×�« WOL� Æ≤
Æœ Ã s� WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« Æ≥

Æ√ œ s� “UG�« t�cÐ Íc�« qGA�« Æ¥

 UOKLF�« s� WK�KÝ v�≈ ÂUEM�« ÷dFð rŁ ¨„d×²� f³J�  «– W1⁄2«uDÝ√ w� ÂuOKON�« s� bŠ«Ë ‰u� l{Ë ∫∑”
WŠU�L�« Ê√Ë „ Æ‰u� Ø ‰uł ∏Æ≥±¥ Ω √ ÂUF�«  «“UG�« XÐUŁ Ê√ XLKŽ «–S� qJA�« w� sO³� u1⁄4 UL� W¹—«d×�«

„Æ ‰u� Ø‰uł ≤∞[∏ Ω ÷ Õ „ Æ ‰u� Ø ‰uł ±≤[µ Ω Õ Õ  ¨‰uł ±≥≤ Ω ©» √® vM×ML�« X×ð
∫ wðQ¹ UL� Îö� V�Š«

Æœ ¨ ?ł ¨ » ¨ √ s� q� bMŽ …—«d×�« Wł—œ Æ± 
 …—Ëb�« ‰öšË WKŠd� q� ‰öš  ©œ◊ ∆® WOKš«b�« W�UD�« w� dOG²�« ¨ ©Õ „®  WKI²ML�« …—«d×�« WOL�Æ≤

Æ√ œ  ?ł  » √ WK�UJ�«

©‰UJÝUÐ®÷ √

»

?ł

©≥Â®Õ

œ

t²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ

WLOE� WOKLŽ

©‰UJÝUÐ® ÷

©d²�® Õ

√

?ł

»

œ

©W²ÐUŁ …—«dŠ Wł—œ®

WLOE�
¥ ±∞ x ≥

¥ ±∞ x ∏

≤ µ



±±∏±±π

—œUB*«Ë lł«d*« WLzU�

ÆdB� ¨·—UFL�« —«œ ¨…—«d×�« Æ©±π∑∑® n¹dý rO1⁄4«dÐ≈ ≠
Æ ËdOÐ ¨Vð«d�« —«œ ¨…—«d×�« Æ©±π∏µ® —ULŽ w�uý bLŠ√ ≠

ÆÊUM³� ¨ÊËdýU1⁄2 ÊUM³� W³²J� Æ…d�UFL�« WOLKF�« WŽuÝuL�« Æ©≤∞∞¥® ÊËdš¬Ë ªoOHý bLŠ√ ¨VOD��« ≠
ÆÊUM³� ¨ÊËdýU1⁄2 ÊUM³� W³²J� ÆWK�UA�« WOLKF�« WŽuÝuL�«« Æ©±ππ∏® ÊËdš¬Ë ªoOHý bLŠ√ ¨VOD��« ≠

Æ…d1⁄4UI�« ¨ UF�U−K� dAM�« —«œ Æ…d�UFL�«Ë WOJOÝöJ�« ¡U¹eOH�«  UOÝUÝ√ Æ©≤∞∞≥® n�«Ë q�U� X�√— ≠
ÆÊœ—_« ¨dJH�« —«œ ¨W�UF�« ¡U¹eOH�« Æ©±ππ∑® rK¹uÝ WODŽ bL×� ≠

ÆX¹uJ�« ¨ÕöH�« W³²J� ¨…—«d×�«Ë ÁUOL�« ’«uš Æ©≤∞∞∞® WLžb�« …œU×ý bL×� ≠
ÆoA�œ ¨dAM�«Ë nO�Q²�«Ë WLłd²�«Ë V¹dF²K� wÐdF�« e�dL�« ¨W�bI²L�« ¡U¹eOH�« Æ©±ππ∏® ≠

ÆWŠu²HL�« ”bI�« WF�Uł ¨W�UF�« ¡U¹eOH�« Æ©±ππ∑® ≠

- David Halliday (2001). Fundamentals of Physics , 6th ed, John Wiley & sons, Inc, New York.

- David Halliday (1997). Fundamentals of Physics: EXTENDED, 5th ed, John Wiley & Sons, Inc, 

New York.

- Franctis Weston Sears (1960).  College Physics:Mechanics, Heat, and Souund, 3th ed, Addison 

- Wesley Iublishing Company, Inc, London.

- Joseph Abruscato (1986). Holt, Rinehart and Winston, Publishers, New York.

- Sears & salinger.(1974). Thermodynamics, .

- Symonl. (1980). Mechanics, 

- Paul M. Fishbane (1993). Physics: Forscientists And Engineers, Prentice - Hall Internatiional, Inc, 

New Jersey.

- Walter A. Thurber (1977). Exploring Physical Science, 4th ed, Allyn And Baconm Inc, New York.

- http://library.thinkquest.org

- http://www.darvill.clara.net

- http://zebu.uoregon.edu

- http://www.angelfire.com

- http://www.glenbrook.k12.il.us/gbssci/phys/class/energy/u511a.html

- http://www.wellesley.edu/physics/phyllisflemingphysics/104-p-workenergy.html.

- /http:///www.taftan.com/thermodynamics

- http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu

- http://www.cord.edu/dept/physics

- http://www.hazemsakeek.com/physics-Lectures/Mechanics

- http://www.grc.nasa.gov.

- www.schoolarabia.net

  



©Â≤∞∞≤Ø±±Ø≤≥ a¹—U²Ð d¹“u�« —«d�® ∫W¹—«“u�« Z1⁄4UM*« WM'

©d��« 5�√® 5ÝU¹ Õö� .©d��« 5�√® 5ÝU¹ Õö� .©d��« 5�√® 5ÝU¹ Õö� œ ≠ ©Î«uCŽ® W1⁄2—U�“ œUNł ≠  ©ÎU�Oz—® hL(« uÐ√ rOF1⁄2 .©ÎU�Oz—® hL(« uÐ√ rOF1⁄2 .©ÎU�Oz—® hL(« uÐ√ rOF1⁄2 œ ≠
©Î «uCŽ® qO×� ÂUA1⁄4 ≠ ©fOzd�« VzU1⁄2® rFM*« b³Ž tK�« b³Ž .©fOzd�« VzU1⁄2® rFM*« b³Ž tK�« b³Ž .©fOzd�« VzU1⁄2® rFM*« b³Ž tK�« b³Ž œ ≠

©Î «uCŽ® d¹“u�« VM¹“ ≠

∫qLF�« «c1⁄4 “U$« w� r1⁄4UÝ

¨tK�« bL�� ‰Ë_« ¡e'« -

∫WFÐU²LK� WOMH�« WM−K�« 

∫»U²J�« qLŽ Wý—Ë w� Êu�—UA*«

©Î «uCŽ® dD� bL×� .©Î «uCŽ® dD� bL×� .©Î «uCŽ® dD� bL×� √ ≠ ©Î «uCŽ®  b¹UJ�« w×³� .©Î «uCŽ®  b¹UJ�« w×³� .©Î «uCŽ®  b¹UJ�« w×³� √ ≠  ©ÎUI�M�® 5ÝU¹ Õö� .©ÎUI�M�® 5ÝU¹ Õö� .©ÎUI�M�® 5ÝU¹ Õö� œ ≠
©Î «uCŽ® …bFÝ uÐ√ qOLł .©Î «uCŽ® …bFÝ uÐ√ qOLł .©Î «uCŽ® …bFÝ uÐ√ qOLł √ ≠  ©Î «uCŽ® hL(« uÐ√ dLŽ .©Î «uCŽ® hL(« uÐ√ dLŽ .©Î «uCŽ® hL(« uÐ√ dLŽ œ ≠

©Î «uCŽ®  Íb�U)« dOM� .©Î «uCŽ®  Íb�U)« dOM� .©Î «uCŽ®  Íb�U)« dOM� √ ≠  ©Î «uCŽ®Užü« ¡UHO1⁄4 .©Î «uCŽ®Užü« ¡UHO1⁄4 .©Î «uCŽ®Užü« ¡UHO1⁄4 œ ≠
©Î «uCŽ®Œdý uÐ√ Í“Už .©Î «uCŽ®Œdý uÐ√ Í“Už .©Î «uCŽ®Œdý uÐ√ Í“Už œ ≠

WO�UCF�« `�U� bL×�
Íd³� bL×� v�OŽ

ÂUŽ wKŽ —cM�
œ«uŽ bL×� œU¹“

bLŠ nÝu¹ bL×�
 —UNÐ œ«d� bMN�

…uDŽ vHDB� d1⁄4«“
dJÐ uÐ√ wLN� w1⁄2U1⁄4

bLŠ√ w×³� bz«—
”—«b�« bL×� sLŠd�« b³Ž

…—ULÝ ÊU1⁄2bŽ wÝd�
Õö� qOKš Â“UŠ
WL1⁄4«dÐ …œuŽ bLŠ√

…œU×ý q�U� W¹¬
wKŽ `�U� ‰ULł

bL×� qOLł WLÝUÐ
WODŽ bLŠ√ w×²�

·ËdA�« œuL×� sL¹√
rO1⁄4«dÐ≈ ·—UŽ ÂU�Š

‰—ULý Íd³� ÕU²H�« b³Ž
sOÝU¹ b³Ž `�U�

w�Ë— b³Ž sO�Š bL×�
d³ł s¹b�« nOÝ bLŠ√

d³ł rðUŠ ¡ULÝ
l�«dð WLF1⁄2

sO�Š nODK�« b³Ž W−¹bš
U−M�« uÐ√ bL×� W�Ëƒ—

dÐUł rþU� öŽ
Ê«bLŠ b×� Í“u�

bO��« rO1⁄4«dÐ≈ W¹ËUF�
`K¹u� bLŠ√ ÊUOHÝ
WŠdÐ tK�« b³Ž fOLš

włU1⁄2 dOLÝ ÊUMŽ
‚ËdA�« d�Uý qOŽULÝ≈

sOI¹ X−NÐ  ËdŁ
dO−MÞ VODK�« b³Ž r�UÝ

WJÐ«uý e¹eŽ
dLŽ Uý—

…dŽUOÝ bLŠ√
ÕU³� bL×�

dODŽ vN1⁄2
wŁuždÐ bOŠË ÊUMŽ

ÍdJý »UN¹≈






